ОКРУЖНОСТЬ  ЛАМОЙЕНА*
Рассмотрим произвольную точку Р, лежащую в плоскости треугольника АВС (но не на прямых, проходящих через стороны этого треугольника). Чевианы, проходящие через Р, разбивают исходный треугольник на 6. Отметим в каждом из них центр описанной около него окружности, и введем обозначения, как показано на Рис. 1

Рис. 1
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Основная теорема.

Вершины шестиугольника А+С-В+А-С+В- лежат на одной окружности тогда и только тогда , когда или Р является центроидом G треугольника АВС (и мы имеем в этом случае окружность Ламойена), или же Р совпадает с ортоцентром Н (и в этом случае получается окружность Эйлера).

Случай 6 или 5 различных вершин.

Пусть  все вершины шестиугольника различны. Понятно, что в нашем случае (поскольку центры окружностей лежат на серединных перпендикулярах) мы имеем шестиугольник специального вида – противоположные стороны А+С-В+А-С+В- параллельны (А+С- //А-С+, так как оба этих отрезка перпендикулярны ВВ1 и т.д.) Шестиугольник такого вида будем называть шестиугольник – параллелограмм. 

Отрезки же А+А-, В+В-, С+С-, соединяющие противоположные вершины, будем называть главными диагоналями  шестиугольника.

Отметим два важных свойства шестиугольников – параллелограммов. 

Утверждение 1

Вершины шестиугольника – параллелограмма всегда расположены на некотором коническом сечении. Рис. 2

Между прочим, теперь становится ясно, что окружность, которая возникает при Р=G, явление, конечно, исключительное и особенное, но все же не слишком  - окружность ведь представляет собой частный  (вырожденный) случай конического сечения.

Доказательство сразу следует из обратной теоремы Паскаля.
Приведем ее формулировку: 

Если точки пересечения противоположных сторон шестиугольника лежат на одной прямой (коллинеарны), то вершины шестиугольника расположены на некоторой конике.

Но в шестиугольнике-параллелограмме противоположные стороны параллельны. На языке  проективной плоскости это означает, однако, что три пары прямых пересекаются в бесконечно удаленных точках плоскости, которые лежат на бесконечно удаленной прямой. 

Утверждение 1 тем самым доказано.

Рис.2
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Утверждение 2

Около шестиугольника-параллелограмма можно описать окружность тогда и только тогда, когда его главные диагонали равны. (См. Рис.3)

Рис.3
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Пусть окружность описать можно. Тогда, например, трапеция В+В-С+С-, как вписанная в окружность, является равнобокой. Поэтому В+В- = С+С- Аналогично, в равнобокой трапеции С+С-А+А- равны диагонали, следовательно, С+С- = А+А-.

Обратно, если диагонали равны, то мы имеем три пары равнобоких трапеций. Отметим точки пересечения продолжений их боковых сторон – получим треугольник PQR. Серединные перпендикуляры к основаниям трапеций будут совпадать с соответствующими биссектрисами углов треугольника PQR, а значит, пересекутся в центре вписанной в этот треугольник окружности, т.е. найдется точка, равноудаленная от всех вершин.

Утверждение 3 для проекций:

Обозначим ортогональные проекции векторов 
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  на прямые АА1, ВВ1, СС1 соответственно, как 
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Тогда справедливы равенства:
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 Доказательство этого утверждения представляется очевидным – см. Рис.4

Рис.4
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Утверждение 4

Центры окружностей (среди которых нет совпадающих), описанных около треугольников, на которые чевианы, проходящие через центроид G, разбивают исходный треугольник, лежат на одной окружности.

Рассмотрим треугольник, составленный из медиан, как из векторов, обозначив 
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Согласно Утверждению 3, проекции вектора А+А-, отложенного от вершины A* этого треугольника, равны по длине половинам соответствующих сторон. И т.д. – отсюда получаем, что длины этих трех векторов равны радиусу окружности, описанному около треугольника, составленного из медиан. Итак, главные  диагонали шестиугольника – параллелограмма оказались равны, и в силу Утверждения 2, около него можно описать окружность. 

Рис.5
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 Утверждение 5

Если шесть различных центров окружностей, описанных около треугольников, на которые чевианы, проходящие через точку Р, разбивают исходный треугольник, лежат на одной окружности, то Р совпадает с его центроидом G.

Попробуем доказать, что в  случае расположения центров на одной окружности 
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. Согласно  утверждению 8**, это и будет означать, что P=G.

Перепишем Утверждение 3 в терминах скалярного произведения векторов («произведение длин на косинус угла между ними»). Получится

Утверждение 3 для скалярного произведения.
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Отсюда, к примеру, следует, что 
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, т.е. что эти два вектора ортогональны. Поскольку длины главных диагоналей равны ( Утверждение 2) , то ортогональными также будут и вектора В+В-+С+С- и В+В--С+С-, так как их скалярное произведение равно 0. Отсюда, в свою очередь, вытекает коллинеарность векторов В+В--С+С- и АА1, т.е. 
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 для некоторого числа k.
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k=1.

Итак, 
[image: image54.wmf]-

+

-

+

-

=

C

C

B

B

AA

1


Совершенно аналогично находим, что 
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Сложив эти три равенства, как раз и получим, что 
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Заметим, что равенства вида 
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 можно было вывести и чисто геометрически, не прибегая к скалярному произведению, а воспользовавшись следующей леммой:

Лемма:

Пусть ортогональные проекции (на некоторую прямую) двух различных векторов, имеющих одинаковую длину, равны одному и тому же вектору. Тогда сумма этих двух векторов равна удвоенной проекции.

Доказательство очевидно, см. рис. 6. – «изюминка» состоит в том, что диагонали ромба перпендикулярны.

Рис.6
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 Случай нескольких совпадений.

Пришло время подробно разобрать случай, когда имеются совпадения центров описанных окружностей ( на эту проблему внимание обратил А. Заславский).

Следующая лемма проясняет ситуацию.

Утверждение 6

Точки В+ и С- совпадают тогда и только тогда, когда порождающая шестиугольник – параллелограмм точка Р лежит на окружности, симметричной описанной около исходного треугольника окружности относительно его стороны ВС. ( Рис. 7)

Действительно, центры будут совпадать в том и только в том случае, когда точки АС1РВ1 будут лежать на одной окружности. Пусть, для определенности, Р расположено «над» прямой ВС. Поскольку около четырехугольника можно описать окружность тогда и только тогда, когда сумма его противоположных углов составляет развернутый, должно иметь место равенство 
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, т.е. точка Р должна лежать на дуге окружности, и из этой точки отрезок ВС виден под углом 
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. Этот же отрезок виден под таким же углом и из любой точки «нижней» дуги описанной около АВС окружности.

Утверждение 6`

Случай в точности 4 центров невозможен, так как при этом возникает еще одна совпадающая пара, и мы имеем ровно 3 различных центра, при том, что Р=Н. Все шесть треугольников, образованных чевианами, тогда получаются прямоугольными, и центры описанных окружностей будут находиться на серединах отрезков, соединяющих ортоцентр с вершинами. Конечно, тогда они лежат на одной окружности.

Итак, мы доказали

Утверждение 7

Если чевианы проходят через ортоцентр Н, то центры описанных около 6 треугольников

 (среди которых лишь три различных) окружностей, на которые чевианы разбивают данный  треугольник, лежат на его  окружности Эйлера .

И обратно, если мы имеем более 2 совпадающих центров, и все центры расположены на одной окружности -  это означает, что на самом деле совпадающих центров ровно 3, точка Р совпадает с ортоцентром Н, а общая окружность есть окружность Эйлера.

Основная Теорема теперь доказана полностью.

Стоит сказать еще несколько слов о случае ровно 5 различных центров. Конечно, и здесь, как и в случае 6 центров, мы будем иметь окружность Ламойена. Но интересно отметить, что здесь мы имеем треугольник АВС совершенно специального вида – в этом треугольнике центроид должен лежать на окружности, симметричной описанной относительно одной из сторон треугольника (в силу Утверждений 5 и 6).

Оказывается, имеет место следующее красивое свойство:

**Утверждение 8
Пусть А1,В1,С1 – основания чевиан, проходящих через точку Р. Тогда, если выполняется равенство 
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, то Р совпадает с центроидом треугольника .

Перепишем равенство 
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 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]P
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. это означает, что 
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, где G и G1 – центроиды треугольников АВС и А1В1С1, соответственно. 

Мы видим, что центроиды обоих треугольников совпадают. Тогда, применив обратную теорему Паппа, получим, что вершины второго треугольника делят стороны первого в одинаковом отношении k. А поскольку, по условию, чевианы пересекались в одной точке, то, согласно теореме Чевы,
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. ( Напомним формулировку теоремы Чевы:

Пусть на сторонах треугольника АВС (или их продолжениях) выбраны точки А1
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, так что или все три точки лежат на сторонах треугольника, или ровно одна на стороне, а две – на их продолжениях .Тогда прямые АА1, ВВ1, СС1 пересекаются в одной точке 
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]1
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, поскольку в данной ситуации все три точки деления не могут одновременно находиться на продолжениях сторон треугольника АВС. Значит, k=1, т.е. точка Р совпадает с центроидом треугольника АВС.
* Именно «Ламойена», а не «Ламойен»! Нехорошая история с падежами приключилась, например, с изобретательницей известного во фрактальной геометрии как  «снежинка Кох» объекта: благодаря небрежности переводчика он многие годы неправильно именовался в отечественной литературе «снежинкой Коха».
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