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Çíàêîìñòâî

1.1. Â äâóõ êàáåíòàõ ÂÌØ çàíèìàþòñÿ 70 ÷åëîâåê. Èçâåñòíî, ÷òî 7/17 ó÷åíèêîâ
êàáèíåòà �18 îïîçäàëè íà 17 ìèíóò, à 2/9 ó÷åíèêîâ êàáèíåòà �40 ïðèøëè áåç ñìåí-
êè. Ñêîëüêî ÷åëîâåê çàíèìàþòñÿ â 18 êàáèíåòå?
1.2. Ìîæåò ëè òàê áûòü, ÷òîáû ñóììàðíûå äîõîäû êîìïàíèè çà ëþáûå a) òðè;
b) ïÿòü ïîäðÿä èäóùèõ ìåñÿöåâ 2013 ãîäà ïðåâûøàëè ðàñõîäû, íî ðàñõîäû çà âåñü
ãîä ïðåâûøàëè äîõîäû?
1.3. Ñóùåñòâóþò ëè 3 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïîïàðíûå ñóììû êîòîðûõ ðàâíû a) 1542,
1543, 1544; b) 2011, 2012, 2013?
1.4. Äîêàæèòå, ÷òî èç 2012 ïîëîñîê áóìàãè øèðèíîé 1 è äëèíàìè 1, 2, . . . , 2012
ìîæíî ñîñòàâèòü ïðÿìîóãîëüíèê, äëèíà è øèðèíà êîòîðîãî áîëüøå 1. Êàêîâà ïëî-
ùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà?
1.5. Íà ñêëàäå ÎÎÎ ¾Ïåòÿ, Âàñÿ è ïàðòí¼ðû¿ åñòü ñóâåíèðû äåñÿòè ðàçíûõ âè-
äîâ. Îäíàæäû ùåäðûé Ïåòÿ ðåøèë ñîñ÷èòàòü, ñêîëüêî îí ñìîæåò ïîäàðèòü ðàçíûõ
ïîäàðêîâ èç 7 ðàçëè÷íûõ ñóâåíèðîâ, à ïðèæèìèñòûé Âàñÿ ðåøèë ñîñ÷èòàòü, ñêîëü-
êî îí ñìîæåò ïîäàðèòü ðàçíûõ ïîäàðêîâ èç 3 ðàçëè÷íûõ ñóâåíèðîâ. Ó êîãî èç íèõ
ïîëó÷èëîñü áîëüøå âàðèàíòîâ?
1.6. Óìíàÿ äåâî÷êà Ìàøà âçÿëà òðåõíà÷íîå ÷èñëî è íàïèñàëà åãî äâàæäû. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7.
1.7. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 1543.
1.8. Êëåòêè êâàäðàòà 11× 11 ïîêðàøåíû â áåëûé öâåò. Ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ëþ-
áûå ÷åòûðå áåëûå êëåòêè, ðàñïîëîæåííûå â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíàìè, ïà-
ðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì äîñêè, è äâå èç ýòèõ êëåòîê, ðàñïîëîæåííûõ ïî äèàãîíàëè,
ïåðåêðàñèòü â ÷åðíûé öâåò. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòîê óäàñòñÿ
ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òàêèõ îïåðàöèé?
1.9. Ñïèñîê çàäàíèé âèêòîðèíû ñîñòîÿë èç 33 âîïðîñîâ. Çà êàæäûé ïðàâèëüíûé
îòâåò ó÷åíèê ïîëó÷àë 7 î÷êîâ, çà íåïðàâèëüíûé îòâåò ñ íåãî ñïèñûâàëè 12 î÷êîâ,
à ïðè îòñóòñòâèè îòâåòà äàâàëè 0 î÷êîâ. Ñêîëüêî âåðíûõ îòâåòîâ äàë ó÷åíèê, íà-
áðàâøèé 77 î÷êîâ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç îí îøèáñÿ?
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Ñ÷àñòëèâûå ñóììû

2.1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: x+ y = 1542
y + z = 1543
x+ z = 1544.

2.2. Èç ïÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà âû÷ëè ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11.
2.3. Ãðèøà ñïåøèë íà ñâèäàíèå. Â òóìáî÷êå îí íàøåë 7 ñèíèõ, 5 êðàñíûõ è 3
çåëåíûõ íîñêà (âñå íîñêè ðàçíûå). a) Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îí ìîæåò âçÿòü ñåáå
äâà íîñêà ðàçíûõ öâåòîâ? b) À êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îí ìîæåò âçÿòü ñåáå äâà
íîñêà îäíîãî öâåòà?
2.4.Ìîæíî ëè âïèñàòü â êëåòêè äîñêè 8×8 ðàçëè÷íûå ÷èñëà îò 1 äî 64, òàê, ÷òîáû
â ëþáîì êâàäðàòèêå 2× 2 ñóììà çàïèñàííûõ ÷èñåë áûëà ðàâíà 120?
2.5. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, ñóììà íå÷åòíûõ ÷èñåë îò 1 äî 2n−1. (Îòâåò âûðàçèòå
â çàâèñèìîñòè îò n.)
2.6. Ìîæåò ëè ñòåïåíü äâîéêè îêàí÷èâàòüñÿ ÷åòûðüìÿ îäèíàêîâûìè öèôðàìè?
2.7. Áèëåòû íóìåðóþòñÿ îò 000000 äî 999999. Áèëåò íàçûâàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè
ñóììà ïåðâûõ òðåõ öèôð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ òðåõ öèôð. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
íîìåðîâ âñåõ ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà 1001.
2.8. à) Íà äîñêå 10 íà 10 âûïèñàíû âñå ÷èñëà îò 0 äî 99 ñëåäóþùèì îáðàçîì:
â ïåðâîé ñòðîêå ñëåâà íàïðàâî 0, 1, . . . , 9, âî âòîðîé: 10, 11, . . . , 19, . . . , â äåñÿòîé:
90, 91, . . . , 99. Ïåòÿ âûáðàë 10 êëåòîê òàê, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå
âûáðàíà ðîâíî 1 êëåòêà. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììà ÷èñåë íà âûáðàííûõ Ïåòåé
êëåòêàõ? b) Òà æå çàäà÷à, íî äëÿ äîñêè 19 íà 19 è ÷èñåë îò 0 äî 360.
2.9. Ñëîæèòå èç íåñêîëüêèõ ôèãóð ñëåäóþùåãî âèäà êâàäðàò:



Ãèìíàçèÿ 1543, ÂÌØ 7 êëàññ Ñåðèÿ 3 18.10.12

Ïî îñòàòî÷íîìó ïðèíöèïó

3.1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ:
a) 1989 + 2010 + 14264 íà 4;
b) 1989 · 1990 · 1991 íà 7;
c) 9100 íà 8;
d) 22010 íà 5.
3.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 11 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ðàçíîñòü ìåæäó
êîòîðûìè äåëèòñÿ íà 10. b) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 20 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü
äâà, ðàçíîñòü ìåæäó êîòîðûìè äåëèòñÿ íà 19.
3.3. Ëåîíèä Àíäðååâè÷ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ê ëþáîìó äâóõçíà÷íîìó ÷èñëó ïðèïè-
ñàòü ñïðàâà ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïîëó÷èì
÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 11 áåç îñòàòêà. Äîêàæèòå, ÷òî âàø ïðåïîäàâà-
òåëü ïðàâ.
3.4. Äîêàæèòå, ÷òî n5 + 4n äåëèòñÿ íà 5 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
3.5. Äîêàæèòå, ÷òî n2 + 1 íå äåëèòñÿ íà 3 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
3.6. Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå 8 ñòîëáöîâ, ñóììà â êàæäîì ñòîëáöå � ïî 10, à â
êàæäîé ñòðîêå � ïî 20. Ñêîëüêî â òàáëèöå ñòðîê?
3.7. Îáùàÿ ìàññà íåñêîëüêèõ ÿùèêîâ ðàâíà 9 ò 880 êã, ïðè÷åì ìàññà êàæäîãî èç
íèõ íå ïðåâûøàåò òîííû. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàøèí ãðóçîïîäúåìíîñòüþ
òðè òîííû íóæíî, ÷òîáû çàâåäîìî ïåðåâåñòè âåñü ýòîò ãðóç?
3.8. Äàíà òàáëèöà, ñîñòîÿùàÿ èç äåñÿòè ñòðîê è øåñòíàäöàòè ñòîëáöîâ. Â êàæ-
äîì ñòîëáöå ñòîÿò 3 ôèøêè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ ÷åòûðå ôèøêè, ñòîÿùèå íà
ïåðåñå÷åíèè äâóõ ñòðîê è äâóõ ñòîëáöîâ.
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Îñòàòêè

Èäåÿ! Åñëè ðàçíîñòü äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà m, òî îíè äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè
ïðè äåëåíèè íà m. È íàîáîðîò: åñëè ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà m, òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m.

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
4.2. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ÷èñëà âû÷åñòü ÷èñëî îáðàçîâàííîå äâóìÿ åãî ïî-
ñëåäíèìè öèôðàìè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî êðàòíîå 4. b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èç ÷èñëà
âû÷åñòü ÷èñëî îáðàçîâàííîå ÷åòûðìÿ åãî ïîñëåäíèìè öèôðàìè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî
êðàòíîå 16.
4.3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî è ñóììà åãî öèôð äàþò îäèíàêîâûå
îñòàòêè ïðè äåëåíèè a) íà 3; b) íà 9.
4.4. Âû÷èñëèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
a) 88 · 35 · 43 + 74 · 71 íà 3
b) 3100 íà 7;
c) 4 + . . .+ 1543 íà 19.
d) 214 + 215 + 216 + 217.
4.5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ âñå ÷èñëà 3n − 4, 4n − 5 è 5n − 3
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè.
4.6. Ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îäíà èç ñòîðîí âòðîå äëèííåå äðóãîé, ðàçðåçàëè
íà îäèíàêîâûå êâàäðàòèêè. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà èõ ïåðèìåòðîâ â 6 ðàç áîëüøå
ïåðèìåòðà èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ñêîëüêî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ êâàäðàòèêîâ?
4.7. Òî÷êà C � ñåðåäèíà AB. ×åðåç A è B ïðîõîäÿò ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
AB. Ïðÿìàÿ l, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç C, ïåðåñåêàåò èõ â òî÷êàõ X è Y . Äîêàæèòå, ÷òî
CX = CY .
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Ïðèíöèï Äèðèõëå

5.1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 10100 ïðè äåëåíèè íà 7.
5.2. Â Ìîñêâå æèâåò óæå áîëüøå ÷åì 10,1 ìëí. æèòåëåé. Ó êàæäîãî íà ãîëîâå
íå áîëåå 100 òûñÿ÷ âîëîñ. Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ õîòÿ áû 100 æèòåëåé Ìîñêâû ñ
îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì âîëîñ íà ãîëîâå.
5.3. Ê ïðàçäíèêó çàë óêðàñèëè 50 âîçäóøíûìè øàðèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
íèõ íàéäóòñÿ ëèáî 8 îäíîöâåòíûõ, ëèáî 8 øàðèêîâ ðàçíûõ öâåòîâ.
5.4. Ó÷åíèê äîëæåí áûë ðàçäåëèòü ÷èñëî íà 2, à ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèòü 3, à îí,
ïî îøèáêå, óìíîæèë ÷èñëî íà 2, à îò ïîëó÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíÿë 3. Îòâåò âñå
ðàâíî ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé. Êàêîé?
5.5. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 7 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ñóììà èëè ðàçíîñòü
êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 10. b) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 11 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà
ñóììà èëè ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 19.
5.6. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî 1. Ê ÷èñëó ïðèáàâëÿþò ñóììó åãî öèôð, ïîñëå
ýòîãî ñòàðîå ÷èñëî ñòèðàþò è çàïèñûâàþò íîâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ìû íèêîãäà íå
ïîëó÷èì ÷èñëî âèäà 99 . . . 9.
5.7. Òðåóãîëüíèêè ABC è ADC òàêîâû, ÷òî îòðåçêè BC è AD ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå O. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî BO = OC, AO = OD. ×åìó ðàâåí óãîë ∠ACD, åñëè
∠ABC = 71◦ è ∠BCA = 36◦?
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Çàäà÷è íà êàíèêóëû

f.1. Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 2 íå äåëèòñÿ íà 9 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
f.2. Âû÷èñëèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
a) 1989 · 1990 · 1991 + 19923 íà 7;
b) 354169888123 íà 9;
c) 354169888123 íà 4;
d) 1543 + . . .+ 2012 íà 19.
f.3. Íàéäèòå çíà÷åíèå äðîáè G·R·U ·Z·I·A

T ·B·I·L·I·S·I , ãäå ðàçíûå áóêâû � ýòî ðàçíûå öèôðû, à
ìåæäó áóêâàìè ñòîèò çíàê óìíîæåíèÿ.
f.4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ababab äåëèòñÿ íà 37.
f.5. Â ìàãàçèíå "Âñå äëÿ ÷àÿ" ïðîäàåòñÿ 5 ÷àøåê, 3 áëþäöà è 4 ÷àéíûå ëîæêè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü äâà ïðåäìåòà ñ ðàçíûìè íàçâàíèÿìè?
f.6. Ñóììà öèôð òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 7. Äîêàæèòå, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 7
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû åãî öèôðû äåñÿòêîâ è åäèíèö.
f.7. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñèìïàòè÷íûì, åñëè â åãî çàïèñè âñòðå÷àþòñÿ
òîëüêî íå÷åòíûå öèôðû. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 4-çíà÷íûõ "ñèìïàòè÷íûõ" ÷èñåë?
f.8. Ìîæíî ëè â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû 15 × 43 ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå ðàâíÿëàñü 239, à â êàæäîì ñòîëáöå � 146 ?
f.9. Â ôóòáîëüíîé êîìàíäå (11 ÷åëîâåê) íóæíî âûáðàòü êàïèòàíà è åãî çàìåñòèòå-
ëÿ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?
f.10. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 0, 1, 0, 0. Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ ïðèáàâëÿòü
åäèíèöó ê ëþáûì äâóì èç íèõ. Ìîæíî ëè, ïîâòîðÿÿ ýòó îïåðàöèþ, äîáèòüñÿ, ÷òîáû
âñå ÷èñëà ñòàëè ðàâíûìè?
f.11. Ìîæåò ëè áûòü êâàäðàòîì ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 30-òè åäèíèö è ñêîëüêî
óãîäíî íóëåé?
f.12.Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â êîìïàíèè èç 11 äåâî÷åê è 10 ìàëü÷èêîâ âñå äåâî÷êè
çíàêîìû ñ ðàçíûì ÷èñëîì ìàëü÷èêîâ, à âñå ìàëü÷èêè � ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì
äåâî÷åê? À åñëè äåâî÷åê 10, à ìàëü÷èêîâ 9?
f.13. Íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, òàêîå êàê 7, 83, 421, 659, èñïîëüçóþò â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè êàæäóþ íåíóëåâóþ öèôðó ðîâíî 1 ðàç. Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ ñóììà
÷èñåë â òàêîì ìíîæåñòâå ìîæåò áûòü?
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Êîìáèíàòîðèêà è ÷èñëà

6.1. Â ãàðäåðîáå ó ïðèíöåññû 5 ðàçëè÷íûõ ïëàòüåâ è 6 ïàð òóôåëåê. Çà ãîä âî
äâîðöå ïðîèñõîäèò 100 áàëîâ. Äîêàæèòå, ÷òî áóäåò òðè áàëà, íà êîòîðûõ ïðèíöåññà
áóäåò îäåòà îäèíàêîâî.
6.2. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî, çàïèñàííîå îäíèìè 9 è 0. Êàæäóþ ìèíóòó ÷èñëî íà
äîñêå ñòèðàþò è âìåñòî íåãî çàïèñûâàþò ñóììó åãî öèôð. Òàê ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà
íà äîñêå íå îñòàíåòñÿ îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå?
6.3. a) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ íè ðàçó íå âñòðå-
÷àåòñÿ öèôðà 4? b) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 9-çíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü
õîòÿ áû îäíà ÷åòâåðêà?
6.4. Èìååòñÿ 8 ïîëîòåí ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñøèòü èç
íèõ ôëàã, ñîñòîÿùèé èç 8 ðàçëè÷íûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ?
6.5. 16 ìàëü÷èêîâ ïîøëè â ëåñ çà ãðèáàìè. Âñåãî îíè íàáðàëè 100 ãðèáîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà ìàëü÷èêà íàáðàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ.
6.6. Äâîå èãðàþò â èãðó â êâàäðàòå 8 × 8. Ïåðâûé ìîæåò ñâîèì õîäîì çàêðàñèòü
ëþáóþ êëåòêó êâàäðàòà. À âòîðîé ìîæåò ñâîèì õîäîì ëþáîé óãîëîê èç òðåõ êëåòîê.
Êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä � ïðîèãðàë. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
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Êîìáèíàòîðèêà è ñëîâà

Óïðàæåíèå. Âû÷èñëèòå 10!/(7! · 3!).
7.1. Êñåíèÿ Þðüåâíà ïîñ÷èòàëà, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû
êîòîðûõ èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî âû òîæå ìîæåòå ýòî ñäåëàòü �
ïîñ÷èòàéòå!
7.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó äâå (îäèíàêîâûå)
ëàäüè òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?
7.3. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå a) �ÏËÎÕÎ�; b) �ÕÎ-
ÐÎØÎ�? (Ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ.)

7.4. Èçâåñòíî, ÷òî a+b
a−b = 3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå a2+b2

a2−b2?
(Êàê îáû÷íî, íóæíî íàéòè âñå âàðèàíòû è ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.)
7.5. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 53. Êàæäóþ ìèíóòó åãî âîçâîäÿò â 1000 ñòåïåíü,
ïîñëåäíèå äâå öèôðû ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà çàïèñûâàþò íà äîñêå, à ñòàðîå ÷èñëî
ñòèðàþò. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ÷èñëà íà÷íóò ïîâòîðÿòñÿ ïî öèêëó.
7.6. Íåèçâåñòíûé ñïîíñîð íàçûâàåò òðè öèôðû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) è îáå-
ùàåò øîêîëàäêó òîìó ñåìèêëàññíèêó, êîòîðûé ñîñòàâèò èç íèõ îäíî-, äâóõ- èëè
òðåõçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå òðåì. Âñåãäà ëè òàêîå íàéäåòñÿ?
7.7. Íà êâàäðàòíîé ïëîùàäè ñî ñòîðîíîé 1 êì ñòîèò 51 ïàìÿòíèê È.Ï.Ã.Ë. Äèðè-
õëå. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî òðè ïàìÿòíèêà ïîìåùàþòñÿ íà êâàäðàòíîì ó÷àñòêå ñî
ñòîðîíîé 200 ì.



Ãèìíàçèÿ 1543, ÂÌØ 7 êëàññ Ñåðèÿ 8 29.11.12

Îïÿòü êîìáèíàòîðèêà

8.1. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå a) �ÌÀÌÀ�; b) �ÌÀ-
ÒÅÌÀÒÈÊÀ�? (Ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ.)
8.2. Äåñÿòü äðóçåé ãíîìîâ âñòðå÷àþòñÿ ïî äâîå è âûïèâàþò íà äâîèõ îäíó áóòûëêó
êåôèðà. Ýòîé îñåíüþ ïåðâûé ãíîì ïèë îäèí ðàç, âòîðîé ãíîì ïèë äâà ðàçà è.ò.ä.
äåñÿòûé ãíîì ïèë äåñÿòü ðàç. Ñêîëüêî áóòûëîê îíè ðàñïèëè?
8.3. Ó Ñàøè â õîëîäèëüíèêå åñòü àïåëüñèí, áàíàí, ãðóøà, êèâè, ìàíäàðèí è 3
îäèíàêîâûõ ÿáëîêà. Êàæäûé äåíü Ñàøà áåð¼ò ñ ñîáîé â øêîëó 1 ôðóêò. Ñêîëüêî
ñïîñîáîâ ó Ñàøè ðàñïðåäåëèòü ôðóêòû íà 8 ó÷åáíûõ äíåé
8.4. Ðåøàÿ ÷èñëîâîé ðåáóñ ÄÂÀ + ÒÐÈ = ÏßÒÜ, Âàñÿ ïîëó÷èë 177 âîçìîæíûõ
îòâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî Âàñÿ íàøåë íå âñå ðåøåíèÿ ðåáóñà (Êàê îáû÷íî â ðåáóñàõ
ðàçíûå áóêâû îáîçíà÷àþò ðàçíûå öèôðû, îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêî-
âûå öèôðû).
8.5. à) Ìîæíî ëè ðàçáèòü êâàäðàò íà 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé ãðà-
íè÷èë ðîâíî ñ 4 äðóãèìè? á) Òîæå ñàìîå, íî ïðÿìîóãîëüíèêè äîëæíû áûòü ðàâíîé
ïëîùàäè.
8.6. Â êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòà 3×3 çàïèñàíî öåëîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ñóììà ÷èñåë
â êàæäîé ñòðîêå êðîìå ïåðâîé íà 1 áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåé, è ñóììà ÷èñåë â
êàæäîì ñòîëáöå êðîìå ïåðâîãî â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùåì. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà ÷èñåë âî âòîðîé ñòðîêå äåëèòñÿ íà 7.
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Êîìáèíàòîðèêà è ðàçíîáîé

9.1. Â àëôàâèòå ïëåìåíè Áóì-Áóì øåñòü áóêâ. Ñëîâîì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç øåñòè áóêâ, â êîòîðîé åñòü õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå áóêâû. Ñêîëüêî
ñëîâ â ÿçûêå ïëåìåíè Áóì-Áóì?
9.2. Íåñêîëüêî äðóçåé ãíîìîâ âñòðå÷àþòñÿ ïî äâîå è âûïèâàþò íà äâîèõ îäíó
áóòûëêó êåôèðà. Äîêàæèòå, ÷òî ãíîìîâ, êîòîðûå ïèëè íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðàç
âñåãäà ÷åòíîå êîëè÷åñòâî.
9.3. Â ñòðàíå íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò
ïî 5 äîðîã. Ìîãëî ëè âñåãî â ñòðàíå áûòü 99 äîðîã?
9.4. Äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z èçâåñòíî, ÷òî x2 + y2 = z2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû
îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 3. Óêàçàíèå: ÷òî-òî ìû ïîõîæåå êîãäà-òî äåëàëè, òîëüêî âîò
÷òî?
9.5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü 4 ëàäüè íà øàõìàòíîé äîñêå òàê,
÷òîáû êàæäàÿ áèëà ðîâíî äâå?
9.6. Öåëûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî a−b

c−d = a+b
c+d , è ad = 60. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå

âñåõ ÷åòûðåõ ÷èñåë.
9.7. Äåëèòñÿ ëè íà 3 êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 1

x +
1
y +

1
z = 1

100?( Ó óðàâíåíèÿ

x+2y+2z = 3 ðåøåíèå x = 1, y = 1, z = 0 è ðåøåíèå x = 1, y = 0, z = 1 ñ÷èòàþòñÿ
ðàçíûìè.)
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Ôåîäàëû

10.0. Ìåæäó 9 ïëàíåòàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ââåäåíî êîñìè÷åñêîå ñîîáùåíèå. Ðà-
êåòû ëåòàþò ïî ñëåäóþùèì äâóñòîðîííèì ìàðøðóòàì:
Çåìëÿ�Ìåðêóðèé, Ïëóòîí�Âåíåðà, Çåìëÿ�Ïëóòîí, Ïëóòîí�Ìåðêóðèé, Ìåðêóðèé�
Âåíåðà, Óðàí�Íåïòóí, Íåïòóí�Ñàòóðí, Ñàòóðí�Þïèòåð,Þïèòåð�Ìàðñ, Ìàðñ�Óðàí.
Ìîæíî ëè äîáðàòüñÿ ñ Çåìëè äî Ìàðñà?
10.1. Â ñòðàíå Ñåìåðêà 15 ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíåí äîðîãàìè íå
ìåíåå, ÷åì ñ 7 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî
äðóãîãî (âîçìîæíî, ïðîåçæàÿ ÷åðåç äðóãèå ãîðîäà).
10.2. 8 øàõìàòèñòîâ èãðàþò â îäíîêðóãîâîé òóðíèð ïî øàøêàì. Âå÷åðîì îäíîãî èç
äíåé ñîðåâíîâàíèé, ïîïèâàÿ ÷àé, êàæäûé èç íèõ íàçâàë ñêîëüêî îí ñûãðàë ïàðòèé
íà äàííûé ìîìåíò. Ìîãëè ëè ó íèõ ïîëó÷èòñÿ íàáîðû: a) 9, 8, 8, 7, 6, 5, 5, 4; b) 7,
7, 6, 5, 4, 2, 2, 1; c) 5, 5, 4, 4, 2, 2, 2, 2; d) 6, 6, 6, 5, 5, 3, 2, 2?
10.3. Â ïñèõèàòðè÷åñêîé áîëüíèöå åñòü ãëàâíûé âðà÷ è ìíîãî ñóìàñøåäøèõ. Â
òå÷åíèå íåäåëè êàæäûé ñóìàñøåäøèé îäèí ðàç â äåíü êóñàë êîãî-íèáóäü (âîçìîæíî
è ñåáÿ). Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç áîëüíûõ ïî äâà óêóñà, à ó
ãëàâíîãî âðà÷à � ñòî óêóñîâ. Ñêîëüêî ñóìàñøåäøèõ â áîëüíèöå?
10.4. Äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z èçâåñòíî, ÷òî x2 + y2 = z2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû
îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 5.
10.5. Ïóñòü a è b íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì a > b.
Êàêàÿ èç äðîáåé � a/b èëè b/a � ìåíüøå îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà 1?
10.6. Ìîæíî ëè íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè 9 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé ïåðåñå-
êàëñÿ ðîâíî ñ òðåìÿ äðóãèìè?
10.7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûïèëèòü èç øàõìàòíîé äîñêè ïðÿìîóãîëüíèê,
èäóùèì ïî ãðàíèöàì êëåòî÷åê? (Ìîæíî âûðåçàòü èç ñåðåäèíû.)
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Ïðåäíîâîãîäíÿÿ

11.1. Â íîâîãîäíþþ íî÷ü Äåä Ìîðîç ïîñòàâèë íà ïîäîêîííèêå â ðÿä (ñëåâà íà-
ïðàâî) êðîêóñ, ôèêóñ è êàêòóñ. Êàæäîå óòðî Âàíÿ, âûòèðàÿ ïûëü, ìåíÿåò ìåñòàìè
öâåòîê ñïðàâà è öâåòîê â öåíòðå. Äíåì Òàíÿ, ïîëèâàÿ öâåòû, ìåíÿåò ìåñòàìè òîò,
÷òî â öåíòðå, ñ òåì, ÷òî ñëåâà. Â êàêîì ïîðÿäêå áóäóò ñòîÿòü öâåòû ÷åðåç 365 äíåé
â ñëåäóþùóþ íîâîãîäíþþ íî÷ü?
11.2. Äîñêà èìååò ôîðìó êðåñòà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè èç êâàäðàòíîé äîñêè
4 × 4 âûêèíóòü óãëîâûå êëåòêè. Ìîæíî ëè îáîéòè åå õîäîì øàõìàòíîãî êîíÿ è
âåðíóòüñÿ íà èñõîäíîå ïîëå, ïîáûâàâ íà âñåõ ïîëÿõ ðîâíî ïî ðàçó?
11.3. Íåñêîëüêî øàõìàòèñòîâ èãðàþò â îäíîêðóãîâîé òóðíèð ïî øàøêàì. Âå÷åðîì
îäíîãî èç äíåé ñîðåâíîâàíèé, ïîïèâàÿ ÷àé, êàæäûé èç íèõ íàçâàë ñêîëüêî îí ñûãðàë
ïàðòèé íà äàííûé ìîìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà øàõìàòèñòà íàçâàëè îäíî è
òî æå ÷èñëî.
11.4. Ó êàæäîãî ïàöèåíòà ñïåöëå÷åáíèöû �239 ðîâíî îäèí äðóã è ðîâíî îäèí âðàã.
Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå íåéòðàëüíûå ïàëàòû. (Òî åñòü òàê, ÷òîáû
ó êàæäîãî ïàöèåíòà â ïàëàòå íå áûëî íè äðóçåé, íè âðàãîâ.)
11.5. Ó Êîëè è Þðû áûëè îäèíàêîâûå ïðÿìîóãîëüíûå îòêðûòêè ñ îäíîé ñòîðîíîé
12 ñì. Êîëÿ ðàçðåçàë îòêðûòêó íà äâå ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïîëîâèíêè, îäíó ïî-
ëîâèíêó âûêèíóë, äðóãó ñíîâà ðàçðåçàë íà äâå ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïîëîâèíêè è
îäíó ïîëîâèíêó âûêèíóë. Þðà ðàçðåçàë ñâîþ îòêðûòêó íà äâå ðàâíûå ïðÿìîóãîëü-
íûå ïîëîâèíêè, è îäíó ïîëîâèíêó âûêèíóë. Âûÿñíèëîñü, ÷òî îñòàâøèåñÿ ó Êîëè è
Þðû ïðÿìîóãîëüíèêè èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèìåòð. ×åìó ìîãëà áûòü ðàâíà äðóãàÿ
ñòîðîíà îòêðûòêè?
11.6. Â ìåøî÷åê ñ ïîäàðêàìè Ñíåãóðî÷êà ïîëîæèëà 9 ìåøî÷êîâ ïîìåíüøå. Â êàæ-
äûé èç âëîæåííûõ ìåøêî÷êîâ ëèáî ïîëîæèëè 9 åùå ïîìåíüøå, ëèáî íè÷åãî íå ïî-
ëîæèëè. Â êàæäûé èç ìåíüøèõ îïÿòü ïîëîæèëè èëè 9, èëè íè îäíîãî, è ò.ä. Ïîñëå
ýòîãî îêàçàëñÿ ðîâíî 251 ìåøî÷åê ñ ñîäåðæèìûì. À ñêîëüêî ïóñòûõ?
11.7. Äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z èçâåñòíî, ÷òî x2 + y2 = z2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû
îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 4.



Ãèìíàçèÿ 1543, ÂÌØ 7 êëàññ Çàäà÷è íà êàíèêóëû 20.12.12

Ïîñòàïîêàëèïòè÷åñêèå

w.1. Äîêàæèòå, ÷òî n3 − n äåëèòñÿ íà 24 ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n.
Ïîäñêàçêà: Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííîå ÷èñëî äåëèòñÿ è íà 3, è íà 8.

w.2. Àëôàâèò ïëåìåíè Ìóìáî-Þìáî ñîñòîèò èç òðåõ áóêâ À, Á è Â. Ñëîâîì ÿâëÿ-
åòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ íå áîëåå, ÷åì èç 4 áóêâ. Ñêîëüêî ñëîâ â
ÿçûêå ïëåìåíè Ìóìáî-Þìáî?
w.3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïåðâîé ãîðèçîíòàëè øàõìàòíîé
äîñêè êîìïëåêò áåëûõ ôèãóð (êîðîëü, ôåðçü, äâå ëàäüè, äâà ñëîíà è äâà êîíÿ)?
w.4. Êàæäàÿ èç äåâî÷åê ïîñëå îòáîÿ íå áîëåå äâóõ ðàç ïîáîëòàëà ïî òåëåôîíó.
Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå
áûëî áîëòàâøèõ äåâî÷åê.
w.5. Ïðÿìàÿ ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îòðåçîê íåíóëåâîé
äëèíû, ñåðåäèíà è êîíöû êîòîðîãî îêðàøåíû â îäèí öâåò.
w.6. Êàêèõ 7-çíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü 1, èëè îñòàëüíûõ?
w.7. a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì a + b + c äåëèòñÿ íà 24. Äîêàæèòå, ÷òî
a3 + b3 + c3 òîæå äåëèòñÿ íà 24.
w.8. a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ÷èñëî a2 + b2 äåëèòñÿ íà 21. Äîêàæèòå,
÷òî îíî äåëèòñÿ è íà 441.
w.9. Â íåêîòîðîé ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû ëèáî æåëåçíîé äîðîãîé, ëèáî
àâèàëèíèåé. Äîêàæèòå, ÷òî îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ
èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ ïåðåñàäîê.
w.10. a) p, p + 10, p + 14 � ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéäèòå p. b) p, 2p + 1, 4p + 1 �
ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéäèòå p.
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Âñïîìíèòü âñå!

12.1. Â ñòðîþ 100 ñîëäàò. Ïî êîìàíäå ñîëäàòû ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà ïåðâûé-âòîðîé,
è èç ñòðîÿ âûõîäÿò "ïåðâûå". Çàòåì îñòàâøèåñÿ ñíîâà ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà ïåðâûé-
âòîðîé è ïî êîìàíäå èç ñòðîÿ âûõîäÿò "ïåðâûå" è ò. ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ
îäèí ñîëäàò. Ñêîëüêî êîìàíä áûëî ïîäàíî? Êàêîé ñîëäàò îñòàíåòñÿ (íàçîâèòå åãî
íîìåð â ïåðâîíà÷àëüíîì ñòðîþ)?
12.2. Íà êàæäîé èç äâóõ ïîëîâèíîê "ìóøêåòåðñêîãî" äîìèíî ìîãóò áûòü íàðèñî-
âàíû îäèí èç òðåõ ìóøêåòåðîâ, Ä'Àðòàíüÿí, êîðîëü, êîðîëåâà, êàðäèíàë, îäíà èç
äâåíàäöàòè (ðàçëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé) àëìàçíûõ ïîäâåñîê. Ñêîëüêî âñåãî äîìèíî-
øåê â ýòîé èãðå?
12.3. Ñåâà íàðèñîâàë 6 òî÷åê, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíèë îòðåçêàìè. Ïîñëå
ýòîãî îí ñïðÿòàë ðèñóíîê â ÷åìîäàí, ÷åìîäàí çàêðûë íà êëþ÷, à êëþ÷ ïðîãëîòèë. Â
îòâåò íà ýòî Íàòàøà çàñëàëà â åãî ÷åìîäàí ðàçâåäûâàòåëüíîãî òàðàêàíà, êîòîðûé
ñîîáùèë, ÷òî èç ïÿòè òî÷åê âûõîäèò ñîîòâåòñòâåííî 5, 5, 4, 3, 2 îòðåçêà. Ñêîëüêî
îòðåçêîâ âûõîäèò èç øåñòîé òî÷êè?
12.4. Íàñòÿ ïåðåñòàâèëà öèôðû â íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå, è îò ýòîãî îíî
óìåíüøèëîñü ðîâíî â òðè ðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî Íàñòèíî ÷èñëî äåëèëîñü a) íà 9;
b) íà 27.
12.5. ×èñëà 1, 2, 3, . . . , 7 ðàçáèëè íà äâå ãðóïïû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë â îäíîé èç ãðóïï ìåíüøå 72.
12.6. Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 2 · 22 · 23 · . . . · 250?
12.7. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Êàæäîå èç
ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë óâåëè÷èëè íà 1. Ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íà 100 áîëüøå,
÷åì ÷èñëî n. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ÷èñëî n?
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Òðèíàäöàòàÿ!

13.1. Ìîæíî ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 99 âûïèñàòü â ñòðî÷êó òàê, ÷òîáû
ëþáûå äâà ñîñåäíèõ îòëè÷àëèñü õîòÿ áû íà 50?
13.2. Â ñòðàíå Äþæèíà èç ãîðîäà ×åðòîâà âûõîäèò ðîâíî 13 äîðîã, èç ãîðîäà
Äàëüíèé � âñåãî 1 äîðîãà, à èç âñåõ îñòàëüíûõ � ïî 12 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî èç
ãîðîäà ×åðòîâà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ãîðîäà Äàëüíèé.
13.3. Íå÷åòíûå ÷èñëà îò 1 äî 169 ðàçáèëè íà 13 ãðóïï. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
÷èñåë â êàêîé-òî èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 555.
13.4. a) Õðîìîé êîðîëü (êîðîëü íå ìîæåò õîäèòü ïî äèàãîíàëÿì) îáîøåë íåñêîëüêî
êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè è âåðíóëñÿ íà ïðåæíåå ïîëå. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî
õîäîâ, ñäåëàííûõ êîðîëåì, ÷åòíî.
b) Ìîæíî ëè îáîéòè õðîìûì êîðîë¼ì âñå êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè, íà÷àâ â ëåâîì
íèæíåì óãëó è çàêîí÷èâ â ïðàâîì âåðõíåì óãëó?
13.5. Â ãðóïïå ëþäåé êàæäûé èìååò çíàêîìîãî. Äîêàæèòå, ÷òî ýòó ãðóïïó ìîæíî
ðàçáèòü íà äâå òàê, ÷òîáû êàæäûé ÷åëîâåê èìåë çíàêîìîãî èç äðóãîé ãðóïïû.
13.6. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåëè n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ (íèêàêèå äâå íå ïàðàë-
ëåëüíû, íèêàêèå òðè íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó). Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, êîëè÷å-
ñòâî îáðàçîâàâøèõñÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
13.7. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
a) x2 − y2 = 97; b) x2 = y2 + 91.
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Ñ êâàäðàòàìè

14.1. Ìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ êâàäðàò, â êîòîðîì ñóììû ÷èñåë â êàæ-
äîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ìàãè÷åñêèé
êâàäðàò èç ïåðâûõ 64 ïðîñòûõ ÷èñåë?
14.2. Ïåòÿ çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîñëå ýòîãî âû÷åë èç íåãî ñóììó åãî öèôð.
Èç ïîëó÷åííîãî ÷èñëà Ïåòÿ âíîâü âû÷åë ñóììó öèôð (íîâîãî ÷èñëà). Ïîñëå äåâÿòîãî
òàêîãî äåéñòâèÿ ó Ïåòè âïåðâûå ïîëó÷èëîñü ÷èñëî íîëü. Êàêîå ÷èñëî Ïåòÿ çàäóìàë
èçíà÷àëüíî?
14.3. Íà êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé äîñêè ñî ñòîðîíîé 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé
ìîìåíò âñå æóêè âçëåòàþò è êàæäûé ïðèçåìëÿåòñÿ íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå êëåòêó
ýòîé äîñêè. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà æóêà îêàæóòñÿ íà îäíîé êëåòêå.
14.4. Õóëèãàí Âàñÿ âûðåçàë èç øàõìàòíîé äîñêè
a) ëåâóþ íèæíþþ è ëåâóþ âåðõíþþ óãëîâûå êëåòêè;
b) ëåâóþ âåðõíþþ è ïðàâóþ íèæíþþ óãëîâûå êëåòêè.

Ñìîæåò ëè îí îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äîñêè ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíè÷êè 1 × 2? (Â
äàëüíåéøåì òàêèå ïðÿìîóãîëüíè÷êè ìû áóäåì íàçûâàòü "äîìèíîøêàìè".)
14.5. Ê ïðîñòîìó ÷èñëó ïðèáàâèëè 400 è ïîëó÷èëè ïîëíûé êâàäðàò. Íàéäèòå ýòî
ïðîñòîå ÷èñëî.
14.6. Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî a) x2+y2 = 99; b*) x2+y2 = 9999.
14.7. Â âåðøèíàõ êóáà ðàññòàâëåíû öèôðû 1, 2, . . . , 8. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ðåáðî,
öèôðû íà êîíöàõ êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 3.
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Ïÿòü íà ïÿòü? Äâàäöàòü ïÿòü!

15.1. a) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà îò 1 äî 16 ìîæíî çàïèñàòü â ñòðîêó òàê, ÷òîáû ñóììà
ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. b) Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëà îò 1 äî 16 íåëüçÿ çàïèñàòü ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ñóììà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ
÷èñåë áûëà êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
15.2.Èç äîñêè a) 5×5; b) 11×11 âûðåçàëè óãëîâóþ êëåòêó. Ìîæíî ëè îñòàâøóþñÿ
÷àñòü ðàçðåçàòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3?
15.3. Íà äîñêå ïî êðóãó íàïèñàííî íåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òî êàæäîå ðàâíî ïîëó-
ñóììå äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ðàâíû.
15.4. Äëÿ èãðû â êëàññèêè íà çåìëå íàðèñîâàí ðÿä êëåòîê, â êîòîðûå âïèñàíû
ïî ïîðÿäêó ÷èñëà îò 1 äî 10 (ñì. ðèñ). Ìàøà ïðûãíóëà ñíàðóæè â êëåòêó 1, çà-
òåì ïîïðûãàëà ïî îñòàëüíûì êëåòêàì (êàæäûé ïðûæîê � íà ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå
êëåòêó) è âûïðûãíóëà íàðóæó èç êëåòêè 10. Èçâåñòíî, ÷òî íà êëåòêå 1 Ìàøà áûëà
1 ðàç, íà êëåòêå 2 � 2 ðàçà, . . . , íà êëåòêå 9 � 9 ðàç. Ñêîëüêî ðàç ïîáûâàëà Ìàøà
íà êëåòêå 10?

1 4 5 8 9

2 3 6 7 10

15.5. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 5 × 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñå æóêè
âçëåòàþò è êàæäûé ïðèçåìëÿåòñÿ íà ñîñåäíþþ ïî âåðòèêàëè êëåòêó ýòîé äîñêè.
Ïîñëå ýòîãî ïîñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîã-
ëî ïîëó÷èòüñÿ?
15.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü êâàä-
ðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
15.7. Ìîæíî ëè â êâàäðàòå 5× 5 çàêðàñèòü 15 êëåòîê òàê, ÷òîáû ó êàæäîé çàêðà-
øåííîé êëåòêè áûëî íå÷åòíîå ÷èñëî çàêðàøåííûõ ñîñåäåé?
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Íà ñòàðûå èäåè è åùå íåìíîãî

16.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñàìûé áîëüøîé äåëèòåëü
(íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî ÷èñëà) ðàâåí 47?
16.2. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a) 8999999; b) 100020001; c) 1003003001 ñîñòàâíûå.
16.3. Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 5 × 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñå æóêè
âçëåòàþò è êàæäûé ïðèçåìëÿåòñÿ íà ñîñåäíþþ ïî äèàãîíàëè êëåòêó ýòîé äîñêè.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû 5 êëåòîê äîñêè îêàæóòñÿ ñâîáîäíûìè.
16.4. Ìîæíî ëè êâàäðàò 10× 10 ðàçðåçàòü íà ôèãóðêè âèäà ?
16.5. Ìîæíî ëè íà äîñêå 15×15 ðàññòàâèòü a) 43; b) 44 ëàäüè òàê, ÷òîáû êàæäàÿ
áèëà ðîâíî 3 äðóãèå?
16.6. Â êëàññå 27 ÷åëîâåê. Êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ 4 äåâî÷êàìè, à êàæäàÿ
äåâî÷êà ñ 5 ìàëü÷èêàìè. Ñêîëüêî â êëàññå ìàëü÷èêîâ è ñêîëüêî äåâî÷åê?
16.7. Ïðîäàâåö ðàçëîæèë ãèðüêè ìàññàìè 1, 2, 3, . . . ,100 ãðàìì â ïðîèçâîëüíîì
ïîðÿäêå m1, m2, . . . , m100. Äîêàæèòå, ÷òî ãèðüêè ìàññàìè |m1 − 1|, |m2 − 2|, . . . ,
|m100 − 100|, ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà äâóõ ÷àøêàõ âåñîâ òàê, ÷òî âåñû îêàæóòñÿ â
ðàâíîâåñèè.
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Äåðåâåíñêèå ìîòèâû èëè Ìû âåðíóëèñü!

17.1. Ôèãóðà "âåðáëþä" õîäèò ïî äîñêå 10 × 10 õîäîì òèïà (1, 3) (òî åñòü, îíà
ñäâèãàåòñÿ ñíà÷àëà íà ñîñåäíåå ïîëå, à çàòåì ñäâèãàåòñÿ åùå íà òðè ïîëÿ â ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè; êîíü, íàïðèìåð, õîäèò õîäîì òèïà (1, 2)). Ìîæíî ëè
ïðîéòè õîäîì "âåðáëþäà" ñ êàêîãî-òî èñõîäíîãî ïîëÿ íà ñîñåäíåå ñ íèì?
17.2. Íà êîíôåðåíöèþ ïðèåõàëè 100 ó÷¼íûõ èç ÷åòûð¼õ ñòðàí. Îêàçàëîñü, ÷òî
ñðåäè ëþáûõ 13 ó÷àñòíèêîâ åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâîå îäíîãî âîçðàñòà. Äîêàæèòå,
÷òî èëè èç êàêîé-òî ñòðàíû ïðèåõàëè äâîå ó÷àñòíèêîâ îäíîãî âîçðàñòà è îäíîãî
ïîëà.
17.3. Â êàôå "Ïîäñîëíóõ" åñòü ïàëî÷êè òîëüêî ïðîñòûõ äëèí, íî çàòî âñåõ: 2 ñì,
3 ñì, 5 ñì, 7 ñì, è ò.ä. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïàëî÷åê ðàçíûõ äëèí íàäî êóïèòü,
÷òîáû, ñëîæèòü èç íèõ êîíòóð ïðÿìîóãîëüíèêà?
17.4. Çëîáíûé Ëåîíèä Àíäðååâè÷ (îí íîñèò ìàñêó!) çàäóìàë ÷åòûðå íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñëà, à ïîòîì ñîîáùèë äîáðîìó Ëåîíèäó Àíäðååâè÷ó (îí ìàñêó íå íîñèò)
âñåâîçìîæíûå ïîïàðíûå ñóììû ýòèõ ÷èñåë (âñåãî 6 øòóê). Ïîìîãèòå äîáðîìó Ëåî-
íèäó Àíäðååâè÷ó âîññòàíîâèòü èçíà÷àëüíûå ÷èñëà, åñëè ýòè ñóììû � 1, 2, 3, 4, 5,
6?
17.5. Ïî ñòàðîìó çàêîíó â äåðåâíå Âèøêèëü ðàñòîÿíèÿ ìåæäó äîìàìè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû. Êàæäûé æèòåëü íàáëþäàåò çà ñâîèì áëèæàéøèì ñîñåäîì. Äîêàæèòå,
÷òî êàêèå-òî äâà æèòåëÿ äåðåâíè Âèøêèëü íàáëþäàþò äðóã çà äðóãîì.
17.6. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî æèòåëåé äåðåâíè Âèøêèëü, åñëè
æåíùèí ñðåäè íèõ ìåíüøå 50%, íî áîëüøå 40%.
17.7. Íà àëëåå âäîëü óëèöû Ãëàâíàÿ äåðåâíè Âèøêèëü ïîñàæåíû a) 10; b) 11 äå-
ðåâüåâ � òîïîëè è áåðåçû. Ê êàæäîìó äåðåâó ïðèáèòà òàáëè÷êà, íà êîòîðîé óêàçàíî
êîëè÷åñòâî áåðåç ñðåäè ñëåäóþùèõ äåðåâüåâ: äåðåâà, íà êîòîðîì âèñèò òàáëè÷êà, è
åãî ñîñåäåé. Ìîæíî ëè ïî ÷èñëàì íà òàáëè÷êàõ îïðåäåëèòü, êàêèå èç äåðåâüåâ �
áåðåçû?
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18.1. Â òóðíèðå ïî âîëåéáîëó, ïðîøåäøåì â îäèí êðóã, 20 ïðîöåíòîâ âñåõ êîìàíä
íå âûèãðàëè íè îäíîé èãðû. Ñêîëüêî áûëî êîìàíä? (Â âîëåéáîëå íå áûâàåò íè÷üèõ.)
18.2. (Ìàíüÿê-ïàðàëèòèê) Òþðüìà èìååò âèä êâàäðàòà 4 × 4, ðàçáèòîãî íà
êàìåðû-îäèíî÷êè � åäèíè÷íûå êâàäðàòèêè. Âñå âíóòðåííèå ñòåíêè êàìåð � äâåðè.
Â êàìåðå, íàõîäÿùåéñÿ â ëåâîì íèæíåì óãëó, íàõîäèòñÿ ìàíüÿê-ïàðàëèòèê, êîòî-
ðûé ïðè âèäå æèâîãî ÷åëîâåêà íåìåäëåííî íàáðàñûâàåòñÿ íà íåãî, óáèâàåò åãî è
óáåãàåò, îäíàêî íåìåäëåííî âïàäàåò â ïàðàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå, åñëè îêàçûâàåòñÿ
â îäíîì ïîìåùåíèè ñ ìåðòâûì. Âûõîä èç òþðüìû ðîâíî îäèí � èç ïðàâîé âåðõíåé
êàìåðû. Îäíàæäû â ðàñïîðÿæåíèè ìàíüÿêà îêàçàëñÿ êëþ÷, îòêðûâàþùèé ëþáóþ
äâåðü, â òîì ÷èñëå è íàðóæíóþ äâåðü òþðüìû. Â ðåçóëüòàòå íàóòðî â 15 êàìåðàõ
áûëè îáíàðóæåíû òðóïû çàêëþ÷åííûõ, à ìàíüÿê ñáåæàë. Êàê ýòî åìó óäàëîñü?
18.3. Ïî êðóãó ñòîÿò î÷åíü ìíîãî âàãîíîâ, ñöåïëåííûõ ìåæäó ñîáîé, â êîòîðûõ
íàïèñàíî âñå, ÷òî òîëüêî ìîæåò áûòü íàïèñàíî. Âû íàõîäèòåñü â îäíîì èç íèõ,
âûéòè èç âàãîíîâ âû íå ìîæåòå, ó âàñ åñòü ìåë è òðÿïêà. Ìîæåòå ëè âû ïîñ÷èòàòü
êîëè÷åñòâî âàãîíîâ?
18.4. Ôèãóðà íà ðèñóíêå ñîñòàâëåíà èç êâàäðàòîâ. Íàéäèòå
ñòîðîíó ëåâîãî âåðõíåãî êâàäðàòà, åñëè ñòîðîíà ñàìîãî
ìàëåíüêîãî êâàäðàòà ðàâíà 1.

Ìàòåðèàëû, à òàêæå ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ åñòü íà ñàéòå:

http://www.mccme.ru/s43/math/


