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Çèìíèé çà÷åò, 8 êëàññ

Êîìáèíàòîðèêà.

1. Îòîáðàæåíèÿ. Áèåêöèÿ. Áèåêöèè ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Îáðàòíîå îòîá-

ðàæåíèå. Áèåêòèâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

2. ×èñëà ñî÷åòàíèé. Îïðåäåëåíèå, ÿâíàÿ �îðìóëà.

3. Áèíîì Íüþòîíà.

4. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Òðè îïðåäåëåíèÿ, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

5. Àêñèîìà èíäóêöèè è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà. Âûâîä èç ïðèíöèïà íàèìåíü-

øåãî ÷èñëà àêñèîìû èíäóêöèè.

6. Àêñèîìà èíäóêöèè è ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ÷èñëà. Âûâîä èç àêñèîìû èíäóêöèè

ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî ÷èñëà.

�ðà�û.

7. ×òî îçíà÷àåò çàäàòü ãðà�? Ïåòëè, êðàòíûå ðåáðà. Èíöèäåíòíîñòü, ñòåïåíü âåðøè-

íû. Ñâÿçü êîëè÷åñòâà ðåáåð â ãðà�å è ñòåïåíåé åãî âåðøèí. Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ

(êàê ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ).

8. Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ (äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè).

9. Ìàðøðóò, ïóòü, ïðîñòîé ïóòü, öèêë, ïðîñòîé öèêë. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî ïóòè

ìåæäó âåðøèíàìè, ñîåäèíåííûìè ìàðøðóòîì. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî öèêëà, ïðîõî-

äÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó, ëåæàùóþ â íåêîòîðîì öèêëå. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî öèêëà

â ãðà�å, ãäå åñòü õîòÿ áû îäèí öèêë.

10. Ñâÿçíûé ãðà�, êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà�à. Ëþáîé ãðà� åñòü îáúåäèíåíèå (íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ) êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

11. Äåðåâî, ëåñ. Âèñÿ÷èå è èçîëèðîâàííûå âåðøèíû. Ñóùåñòâîâàíèå âèñÿ÷åé âåðøè-

íû â äåðåâå. Êîëè÷åñòâî ðåáåð â äåðåâå íà n âåðøèíàõ.

12.Îñòîâíîå äåðåâî. Ñóùåñòâîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ñâÿçíîì ãðà�å. Ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî ðåáåð â ñâÿçíîì ãðà�å íà n âåðøèíàõ.

13. Ýéëåðîâ ïóòü/öèêë. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëåðîâîãî ïóòè/öèêëà â ãðà�å

áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí.

14. Ïëàíàðíûé ãðà�. Ôîðìóëà Ýéëåðà.

15. Íåðàâåíñòâà â ïëàíàðíîì ãðà�å. Íåïëàíàðíîñòü K3,3 è K5.

Òåîðèÿ ÷èñåë.

16. Äåëèìîñòü. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà.

17. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì, îñòàòîê è íåïîëíîå ÷àñòíîå, èõ åäèíñòâåííîñòü.

18. Êðèòåðèé òîãî, ÷òî ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m. Ñðàâíå-

íèÿ. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà.

19. Ïðèçíàêè äåëèìîñòè è ðàâíîîñòàòî÷íîñòè ïðè äåëåíèè íà 2k, 5k, 3, 9, 11.
20. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ.

21. Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÎÄ.

22. Ïðîñòûå ÷èñëà. Ëåììà Åâêëèäà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè.



Çèìíèé çà÷åò

Èçáðàííûå çàäà÷è.

1. Äîêàæèòå, ÷òî

√
2 � èððàöèîíàëüíî.

2. Äîêàæèòå �îðìóëó âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé äëÿ äâóõ è òðåõ ìíîæåñòâ:

a) |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;
b) |A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |B ∩ C| − |C ∩ A|+ |A ∩B ∩ C|.
3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, è äåëÿùèõñÿ íà 2, íà 3 èëè íà 5.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, ïîðîâíó ÷èñåë ñ ñóììîé öè�ð 15 è ñ

ñóììîé öè�ð 12.

5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n èç 0 è 1, â êîòîðûõ ðîâíî k

åäèíèö.

6. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî 2n.
7. Äîêàæèòå, ÷òî a) Ck

n = Cn−k
n ; b) Ck

n+1 = Ck
n +Ck−1

n ; 
) C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n;

d) C0
n − C1

n + . . . + (−1)kCk
n + . . . + (−1)nCn

n = 0; e) Ck
k + Ck

k+1
+ . . . + Ck

n = Ck+1

n+1;

f) C0
n + C1

n+1 + . . .+ Ck
n+k = Ck

n+k+1
;

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

a) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

b)

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . .+
1

(n− 1) · n =
n− 1

n
= 1− 1

n
;


) 13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2 =

(

n(n+ 1)

2

)2

;

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 2× n íà äîìèíîøêè?

10. Íàéäèòå êîý��èöèåíò ïðè akblcn−k−l
ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïî-

äîáíûõ â âûðàæåíèè (a+ b+ c)n.
11. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è âñå âûõîäÿ-

ùèå èç íåå ðåáðà òàê, ÷òîáû ãðà� îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðà�, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò 2,

åñòü ëèáî ïðîñòîé öèêë, ëèáî ïðîñòîé ïóòü.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì ãðà�å 2k âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî åãî ðåáðà

ìîæíî ðàçáèòü íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ïî ðåáðàì) ïóòåé.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå k ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k! .
15. Äîêàæèòå, ÷òî ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå÷åòíîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî � ïîëíûé êâàäðàò.

16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðà�å íà n âåðøèíàõ ð¼áåð íå ìåíüøå ÷åì n, òî â í¼ì åñòü

öèêë.

17. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî (2n+ 3, 7n+ 6)?
18. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ïëàíàðíîì ãðà�å åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 5.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðà� ìîæíî ïîêðàñèòü â 6 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

19. Â ñâÿçíîì ãðà�å ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 10, à ó îäíîé ñòðîãî ìåíü-

øå 10. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì. Ìîæíî

ëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ, ÷òî ãðà� ñâÿçåí?

20. �àçëîæèòå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå x3 + y3 + z3 − 3xyz.


