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Êîìáèíàòîðèêà

1. Îòîáðàæåíèÿ. Áèåêöèÿ. Áèåêöèè ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Áè-

åêòèâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ.

2. ×èñëà ñî÷åòàíèé. Îïðåäåëåíèå, ÿâíàÿ �îðìóëà.

3. Áèíîì Íüþòîíà.

4. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ. Òðè îïðåäåëåíèÿ, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

5. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé. ßâíàÿ �îðìóëà äëÿ �óíêöèè Ýéëåðà.

�ðà�û

6. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ãðà�îâ. Ñâÿçü êîëè÷åñòâà ðåáåð â ãðà�å è ñòåïåíåé åãî âåðøèí. Ëåììà

î ðóêîïîæàòèÿõ.

7. Ìàðøðóò, ïóòü, ïðîñòîé ïóòü, öèêë, ïðîñòîé öèêë. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîãî ïóòè ìåæäó âåðøè-

íàìè, ñîåäèíåííûìè ìàðøðóòîì.

8. Ñâÿçíûé ãðà�, êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðà�à. Ëþáîé ãðà� åñòü îáúåäèíåíèå (íåïåðåñåêàþùèõñÿ)

êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

9. Äåðåâî, ëåñ. Ñóùåñòâîâàíèå âèñÿ÷åé âåðøèíû â äåðåâå. Êîëè÷åñòâî ðåáåð â äåðåâå íà n âåðøèíàõ.

10. Îñòîâíîå äåðåâî. Ñóùåñòâîâàíèå îñòîâíîãî äåðåâà â ñâÿçíîì ãðà�å. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ðåáåð â ñâÿçíîì ãðà�å íà n âåðøèíàõ.

11. Ýéëåðîâ ïóòü/öèêë. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëåðîâîãî ïóòè/öèêëà â ãðà�å áåç èçîëèðîâàí-

íûõ âåðøèí.

12. Ïëàíàðíûé ãðà�. Ôîðìóëà Ýéëåðà.

13. Íåðàâåíñòâà â ïëàíàðíîì ãðà�å. Íåïëàíàðíîñòü K3,3 è K5.

Òåîðèÿ ÷èñåë

14. Äåëèìîñòü. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì, îñòàòîê è íåïîëíîå ÷àñòíîå,

èõ åäèíñòâåííîñòü.

15. Êðèòåðèé òîãî, ÷òî ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íàm. Ñðàâíåíèÿ. Îïðåäåëåíèå

è îñíîâíûå ñâîéñòâà.

16. Ïðèçíàêè ðàâíîîñòàòî÷íîñòè ïðè äåëåíèè íà 2k, 5k, 3, 9, 11.

17. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà. Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ.

18. Ïðîñòåéøèå ñëåäñòâèÿ èç ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÍÎÄ.

19. Ïðîñòûå ÷èñëà. Ëåììà Åâêëèäà. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè.

20. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà: äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.

21. Ñèñòåìû âû÷åòîâ, òåîðåìà Ýéëåðà: äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ. Ìàëàÿ

òåîðåìà Ôåðìà, êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû Ýéëåðà.

22. Îáðàòíûé ýëåìåíò, åãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü. Òåîðåìà Âèëüñîíà.

23. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà: äîêàçàòåëüñòâî ÷åðåç öèêëû.

24. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà: êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

25. Òåîðåìà Âèëüñîíà: êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî.

26. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå �óíêöèè, ïðèìåðû. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà, åå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü. ßâíàÿ

�îðìóëà äëÿ �óíêöèè Ýéëåðà.

×åòíîñòü áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ

27. CK
N íå÷åòíî äëÿ ëþáîãî K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = 2l−1. CK

N ÷åòíî äëÿ ëþáîãî k 6= 0, N
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N = 2l.

28. Êîëè÷åñòâî íå÷åòíûõ áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè



Èçáðàííûå çàäà÷è

1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, è äåëÿùèõñÿ íà 2, íà 3 èëè íà 5.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, ïîðîâíó ÷èñåë ñ ñóììîé öè�ð 15 è ñ ñóììîé öè�ð 12.

3. Äîêàæèòå, ÷òî a) Ck
n = Cn−k

n ; b) Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n ; ) C0

n + C1
n + . . .+ Cn

n = 2n;
d) C0

n − C1
n + . . .+ (−1)kCk

n + . . .+ (−1)nCn
n = 0; e) Ck

k + Ck
k+1 + . . .+ Ck

n = Ck+1
n+1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

a) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

) 13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2 =

(

n(n + 1)

2

)2

;

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 2× n íà äîìèíîøêè?

6. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è âñå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà

òàê, ÷òîáû ãðà� îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ñâÿçíîì ãðà�å 2k âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî åãî ðåáðà ìîæíî ðàçáèòü

íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ïî ðåáðàì) ïóòåé.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå k ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k! .

9. Äîêàæèòå, ÷òî ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå÷åòíîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíî � ïîëíûé êâàäðàò.

10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðà�å íà n âåðøèíàõ ð¼áåð íå ìåíüøå ÷åì n, òî â í¼ì åñòü öèêë.

11. a) Äîêàæèòå, ÷òî â ïëàíàðíîì ãðà�å åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 5.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðà� ìîæíî ïîêðàñèòü â 6 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

12. Ïóñòü a = pα1

1 · . . . · pαs

s , b = p
β1

1 · . . . · pβs

s . Äîêàæèòå, ÷òî

a) (a, b) = p
min(α1,β1)
1 · . . . · p

min(αs,βs)
s , ãäå min(x, y) � ýòî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë x è y;

b) [a, b] = p
max(α1,β1)
1 · . . . · p

max(αs,βs)
s , ãäå max(x, y) � ýòî íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x è y;

ñ) (a, b) · [a, b] = a · b.

13. Ïóñòü a > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå (an − 1, am − 1).

14. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n óäîáíûì, åñëè n2 + 1 äåëèòñÿ íà 1000001. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

÷èñåë 1, 2, . . . , 1000000 ÷åòíîå ÷èñëî óäîáíûõ.

15. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñòà ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 100.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì (ò.å. åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü ïðàâèëüíûì

îáðàçîì â äâà öâåòà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

�åîìåòðèÿ

17. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ÷åâèíà CK. Íà CK âûáðàíà òî÷êà L. Äîêàæèòå, ÷òî a) SBLK :
SALK = SBCK : SACK ; b) SBLC : SALC = SBCK : SACK .

18. Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 ∠A = ∠A1. Äîêàæèòå, ÷òî

SABC : SA1B1C1
= (AB · AC) : (A1B1 ·A1C1).

19. (Ôîðìóëà �åðîíà) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b è c ðàâíà

S =
√

p · (p− a) · (p− b) · (p− c),

ãäå p � ïîëóïåðèìåòð.

20. Äîêàæèòå òåîðåìó ×åâû :

Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà âçÿòû òî÷êè A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî.

a) Åñëè ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî

AB1

B1C
·
CA1

A1B
·
BC1

C1A
= 1. (1)

b) Åñëè âûïîëíåíî (1), òî ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.


