
Ãèìíàçèÿ 1543, ìàòåìàòè÷åñêèé ñïåöêóðñ, 8 Â

Çàíÿòèå 9: äåëåíèå ïî ìîäóëþ è àëãîðèòì Åâêëèäà

Ïóñòü k, n � öåëûå, ïðè÷¼ì n > 0. Íà ìíîæåñòå Zn îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ n ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ¾óìíî-

æåíèÿ íà k¿ [x] 7→ [kx]. Äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ñðàâíåíèé íàì ïðèõîäèëîñü ýòó îïåðàöèþ ïðîâîäèòü â

îáðàòíîì íàïðàâëåíèè: ¾äåëèòü íà k¿. Âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå âîïðîñû: â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äåëèòü,

êàê ýòî ýôôåêòèâíî (áåç äëèòåëüíîãî ïåðåáîðà) äåëàòü è äëÿ ÷åãî åù¼ ìîæíî âñ¼ ýòî ïðèìåíÿòü?

Äåëåíèå ïî ìîäóëþ

1) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ íà k ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé îñòàòîê ïî ìîäóëþ n òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íèêàêîé îñòàòîê íåëüçÿ ¾ïîëó÷èòü äâàæäû¿ (ò.å. èç [ka] = [kb] ñëåäóåò [a] = [b]).
2) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðè ïîìîùè óìíîæåíèÿ íà k ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé îñòàòîê ïî ìîäóëþ n, òî
îïåðàöèÿ äåëåíèÿ íà k îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî (äëÿ ëþáîãî îñòàòêà [c] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ¾÷àñòíîå¿

[x] òàêîå, ÷òî c ≡ kx (mod n)).
3) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè k è n âçàèìíî ïðîñòû, òî èç ka ≡ kb (mod n) ñëåäóåò a ≡ b (mod n). (Ïîäñêàçêà: âû
ýòî óæå äîêàçûâàëè. Çäåñü óòâåðæäåíèå íàõîäèòñÿ ëèøü äëÿ öåëîñòíîñòè êàðòèíû.)

4) Äîêàæèòå, ÷òî äåëåíèå íà k îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k è n âçàèìíî ïðîñòû.

(Íå çàáóäüòå ïðî ÷àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿!)

5) Ïóñòü d � ÍÎÄ k è n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè d 6 | a, òî íå ñóùåñòâåò òàêîãî b, ÷òî kb ≡ a (mod n).

Ñëåäñòâèå. Åñëè k è n èìåþò ÍÎÄ, ðàâíûé d > 1, à äåëèòü íà k õî÷åòñÿ, òî ñëåäóåò ñîêðàòèòü âñ¼ íà

d è äåëèòü íà k/d ïî ìîäóëþ n/d. Åñëè äåëèìîå íå äåëèòñÿ íà d (â àðèôìåòèêå ÂÑÅÕ öåëûõ ÷èñåë), òî

ïîäåëèòü åãî íà k (ïî ìîäóëþ n) íå ïîëó÷èòñÿ (ñì. 5 çàäà÷ó).

Ñëåäñòâèå. ×àñòíîå (ïî ìîäóëþ n) ïðè äåëåíèè ÷èñëà a íà ÷èñëî k îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà d = ÍÎÄ(k, n) äåëèò a. Ïðè ýòîì ÷àñòíîå, åñëè ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ

äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî n/d.

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ìû ïîëíîñòüþ îòâåòèëè íà âîïðîñ: êîãäà ìîæíî äåëèòü íà k? Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ äåëèòü íà k áûñò-

ðî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óìåòü íàõîäèòü ÷àñòíîå [1]/[k]. Ýòèì è çàíèìàåòñÿ àëãîðèòì, íàçâàííûé â ÷åñòü

Åâêëèäà.

6) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë b è a (a 6= 0) ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû òàêèå ÷èñëà q è r, ÷òî
b = aq + r è 0 6 r < |a|. (Íàïîìíèì, ÷òî q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à r � îñòàòêîì ïðè äåëåíèè b íà a. Äëÿ r
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå b mod a.)

7) Ïóñòü 0 < a 6 b, d = ÍÎÄ(a, b). Äîêàæèòå: à) d = ÍÎÄ(a, b− a); á) d = ÍÎÄ(a, b mod a).
8) Ïóñòü 0 < a 6 b. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð ÷èñåë (x0, y0), (x1, y1), . . ., ãäå

(x0, y0) = (a, b);
(xn+1, yn+1) = (yn mod xn, xn).
Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íà (â íåêîòîðûé ìîìåíò m îêàæåòñÿ, ÷òî xm = 0, à ym =

ÍÎÄ(a, b)).
9) Âû÷èñëèòå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà:

à) ÍÎÄ(91, 147); á) ÍÎÄ(−144,−233); â) ÍÎÄ(F100, F101), ãäå Fi � ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

10) Íàéäèòå: à) ÍÎÄ(232 + 1, 216 + 1); á) ÍÎÄ(291 − 1, 263 − 1); â) ÍÎÄ
(
na − 1, nb − 1

)
.

11) Ïóñòü [a]/[k] = [x] è [b]/[k] = [y], ïðè÷¼ì 0 < a < b. Ïóñòü b = aq + (b mod a). Âûðàçèòå ÷àñòíîå

[b mod a]/[k] ÷åðåç x, y è q.

12) Ïóñòü 0 < k 6 n, k è n âçàèìíî ïðîñòû. Çàìåòèì, ÷òî [k]/[k] = [1], [n]/[k] = [0]/[k] = [0]. Ðàññìîòðèì
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (ò.í. ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà)

(x0, y0, a0, b0) = (k, n, [1], [0]);
(xn+1, yn+1) = (yn mod xn, xn),
(an+1, bn+1) = ([yn mod xn]/[k], an).
Ïóñòü m � íîìåð ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×åìó ðàâíî bm?

13) Íàéäèòå [1]/[666] ïî ìîäóëþ 1543.


