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Çàíÿòèå 6: îòíîøåíèå äåëèìîñòè (äîïîëíåíèå)

Ïðåäïîðÿäêè Öåëûå ÷èñëà ìîæíî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííûì, à îòíîøåíèå 6 çàäà¼ò ïîðÿäîê íà í¼ì. Ïåðå÷èñëèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà ýòîãî îòíîøåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîãî a âûïîëíåíî a 6 a; (ðåôëåêñèâíîñòü)

2) Åñëè a 6 b è b 6 c, òî a 6 c; (òðàíçèòèâíîñòü)

3) Åñëè a 6 b è b 6 a, òî a = b; (ñèììåòðè÷íîñòü)

4) Äëÿ ëþáûõ a è b èñòèííî õîòÿ áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé a 6 b è b 6 a. (öåïíàÿ èëè ëèíåéíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü)
Ñàìûå âàæíûå èç ýòèõ ñâîéñòâ � 1 è 2. Îòíîøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå òîëüêî ýòèì äâóì ñâîéñòâàì, íàçûâàþòñÿ

ïðåäïîðÿäêàìè. Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ïðåäïîðÿäêîâ, îáëàäàþùèõ îäíèì èç ñâîéñòâ 3 è 4.

1) Îòíîøåíèå ¾áûòü ïîäìíîæåñòâîì¿ íà ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà � ñèììåòðè÷íûé, íî íå
öåïíîé ïðåäïîðÿäîê. (Ñèììåòðè÷íûå ïðåäïîðÿäêè åù¼ íàçûâàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè ïîðÿäêàìè.)

2) Îòíîøåíèå ¾íå ïðåâûøàòü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå¿ a ≺ b íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë, çàäàííîå êàê |a| 6 |b| �
öåïíîé, íî íå ñèììåòðè÷íûé ïðåäïîðÿäîê.

×àñòî õî÷åòñÿ ñèììåòðè÷íîñòè. Åñëè å¼ íåò, òî ìîæíî íåìíîãî îáëåã÷èòü ñèòóàöèþ, ââåäÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ
îáúåêòîâ. Îáúåêòû a è b ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåäïîðÿäêà 6, åñëè a 6 b è b 6 a. Ìû áóäåì çàïèñûâàòü ýòî òàê:
a ≈ b. Åñëè a ≈ x, à b ≈ y, òî a 6 b òîãäà è òîëüêî òîãäà (â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè), êîãäà x 6 y. Ïîýòîìó â íåðàâåíñòâàõ
ìîæíî ëåâóþ èëè ïðàâóþ ÷àñòü çàìåíèòü íà ýêâèâàëåíòíóþ, ïîëó÷èâ ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó.

Ïðåäïîðÿäîê äåëèìîñòè Âñïîìíèì âàæíåéøèå ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë: a | a è a | b, b | c⇒ a | c.
Ýòè ñâîéñòâà � â òî÷íîñòè ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü. Ïîýòîìó äåëèìîñòü � ýòî ïðåäïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå
öåëûõ ÷èñåë. Íàì áóäåò óäîáíî èçîáðàæàòü îòíîøåíèå äåëèìîñòè íà äèàãðàììàõ. Äîãîâîðèìñÿ â ñëó÷àå, åñëè a | b,
ïðîâîäèòü ñòðåëêó a→ b.

Êàê óñòðîåí ïðåäïîðÿäîê äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë? Ñïåðâà çàìåòèì, ÷òî 0 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì, à ±1
� íàèìåíüøèìè:
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×òîáû íå áûëî ïóòàíèöû ñ îòíîøåíèåì 6, áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøèå îáúåêòû íà÷àëüíûìè, à íàèáîëüøèå � êîíå÷-

íûìè (à è òî, è äðóãîå âìåñòå � óíèâåðñàëüíûìè).
Òåïåðü ïóñòü a è b � äâà öåëûõ ÷èñëà. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå èõ îáùèå äåëèòåëè. Íà÷àëüíûå ñðåäè íèõ �

âñåãäà ±1. Âîçíèêàåò âîïðîñ: à åñòü ëè êîíå÷íûå? Òàêîé æå âîïðîñ ìîæåò âîçíèêíóòü è ïðî íà÷àëüíîå îáùåå êðàòíîå
(êîíå÷íîå îáùåå êðàòíîå âñåãäà ðàâíî 0). Êàê ìû âûÿñíèì íåñêîëüêî ïîçæå, äëÿ ëþáîé ïàðû a è b ñóùåñòâóþò è
êîíå÷íûé îáùèé äåëèòåëü è íà÷àëüíîå îáùåå êðàòíîå. Íî äëÿ íà÷àëà ïîéì¼ì, çà÷åì íàì ýòî ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ.
Îäíà èç ïðè÷èí � î÷åíü ïîëåçíàÿ ëåììà Åâêëèäà. Íî ïåðåä òåì, êàê å¼ ñôîðìóëèðîâàòü, äàäèì äâà îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Óíèâåðñàëüíûìè îáùèì äåëèòåëåì è îáùèì êðàòíûì (ÓÎÄ è ÓÎÊ) áóäåì íàçûâàòü, ñîîòâåòñòâåííî,
êîíå÷íûé îáùèé äåëèòåëü è íà÷àëüíîå îáùåå êðàòíîå.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè 1 ÿâëÿåòñÿ èõ ÓÎÄ.

Ëåììà (Åâêëèäà). Ïóñòü a è b âçàèìíî ïðîñòû è a | bc. Òîãäà a | c.

Ñëåäñòâèå. Èç ëåììû Åâêëèäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ó ÷èñëà n åñòü õîòÿ áû äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ (íàçîâ¼ì èõ α è β) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,
è ýòî � ìèíèìàëüíîå òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ ìàêñèìóì â îäíîì èç α è β (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî α = β ìîæíî ðàçäåëèòü íà ýòî ïðîñòîå ÷èñëî è ïîëó÷èòü, ÷òî ó ìåíüøåãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà åñòü áîëåå îäíîãî ðàçëîæåíèÿ), à n > 1. Ïóñòü p è q � ïðîñòûå, ïðè÷¼ì α = pA, β = qB. Òîãäà, òàê êàê p è
q âçàèìíî ïðîñòû, à p | qB, òî p |B. Ó B æå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ (è, î÷åâèäíî,
íå ñîäåðæèò p). Ñ äðóãîé ñòîðîíû px = B, ïîýòîìó ýòî ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðîèçâåäåíèå p è
ðàçëîæåíèÿ x. Íî p â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïðèñóòñòâóåò. Ïðîòèâîðå÷èå!



×òîáû äîêàçàòü ëåììó Åâêëèäà, íàì ïîíàäîáÿòñÿ òðè âñïîìîãàòåëüíûõ (íî î÷åíü âàæíûõ) óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ïàðà ÷èñåë. Òîãäà âñå èõ ÓÎÄû ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé (è ëþáîå ÷èñëî, ýêâèâàëåíòíîå èõ
ÓÎÄ, ÿâëÿåòñÿ èõ ÓÎÄ), è âñå èõ ÓÎÊè òîæå ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé (è ëþáîå ÷èñëî, ýêâèâàëåíòíîå èõ ÓÎÊ,
ÿâëÿåòñÿ èõ ÓÎÊ).

2) ÓÎÄ è ÓÎÊ ñóùåñòâóþò ó ëþáîé ïàðû ÷èñåë.

3) Ïóñòü u � ÓÎÄ ÷èñåë a è b, à m � èõ ÓÎÊ. Òîãäà ab ≈ um.
Ïåðâîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ÓÎÊ è ÓÎÄ. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a è b� ïàðà öåëûõ ÷èñåë. Åñëè êòî-òî èõ íèõ (äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, b) ðàâåí 0, òî åäèíñòâåííîå
èõ îáùåå êðàòíîå � ýòî 0, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ÓÎÊ ðàâåí 0. ÓÎÄ æå â òàêîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíû a (ò.ê. a äåëèòñÿ
íà ëþáîé ñâîé äåëèòåëü).

Åñëè æå îáà ÷èñëà íå ðàâíû 0, òî èõ ÓÎÊ ýêâèâàëåíòíû èõ ÍÎÊ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü k = ÍÎÊ(a, b), à x �
ïðîèçâîëüíîå îáùåå êðàòíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïàðû q, r âûïîëíåíî x = kq + r, ãäå 0 6 r < k. Îñòàëîñü çàìåòèòü,
÷òî r = x − kq ÿâëÿåòñÿ îáùèì êðàòíûì a è b, ìåíüøèì íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî. Çíà÷èò, r = 0 è k |x. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè x ÍÎÊ ÿâëÿåòñÿ ÓÎÊ.

×òîáû òåïåðü ïîëó÷èòü ÓÎÄ, äîñòàòî÷íî ab ïîäåëèòü íà k. Ýòî ëåãêî óâèäåòü èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè äèàãðàìì,
ãäå d � ïðîèçâîëüíûé îáùèé äåëèòåëü a è b.
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Çàìåòèì, ÷òî çàîäíî ìû äîêàçàëè è òðåòüå óòâåðæäåíèå.

À òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê ëåììå Åâêëèäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè b = 0, òî a = ±1, ïîýòîìó a | c. Åñëè b 6= 0, òî ìîæíî ïðîäóêòèâíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì,
÷òî ab = ab/1 � ýòî ÓÎÊ a è b. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñìîòðèì íà öåïî÷êó
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Ëåììà äîêàçàíà.


