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Çàíÿòèå 3: ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðåêóðñèÿ (äîïîëíåíèå)

Ðåêóðñèÿ: ïðîñòàÿ è ñëîæíàÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî â îñíîâíîé ÷àñòè ëèñòêà, ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ áûâà-
þò ðàçíûå, è íå âñå èç íèõ çàäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî. Íåêîòîðûå ìîãóò âîîáùå íå çàäàâàòü íè îäíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ýòîé ÷àñòè ëèñòêà ìû âûäåëèì âàæíåéøèå ñëó÷àè, êîãäà ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå çàäà¼ò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî.

Ïåðâûé è ñàìûé âàæíûé ñëó÷àé � ïðîñòàÿ ðåêóðñèÿ. Ýòèì òåðìèíîì íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà

a1 = x, an+1 = f(an).

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé òàêèì ñïîñîáîì, ñëåäóåò èç àêñèîìû Ëîâåðà. È èìåííî
ê ýòîìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ìû áóäåì ñâîäèòü áîëåå ñëîæíûå ôîðìû ðåêóðñèè.

Ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Äëÿ äàëüíåéøèõ äåéñòâèé íàì ïîíàäîáèòñÿ âàæíàÿ òåîðåòèêî - ìíîæåñòâåííàÿ îïåðà-
öèÿ. Âîò å¼ îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A è B � ìíîæåñòâà. Èç ïðîèçâåäåíèåì A× B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð1 (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ ñëîæåíèÿ f(x, y) = x + y � ýòî îòîáðàæåíèå A × A → A (ãäå A � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ýòî
ñëîæåíèå îïðåäåëåíî). Àðãóìåíòû (x, y) ôóíêöèè f ìîæíî ñ÷èòàòü êàê ïàðîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, òàê è ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà A×A.

Â ìàòåìàòèêå âñòðå÷àþòñÿ íå òîëüêî óïîðÿäî÷åííûå ïàðû, íî è óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè, ÷åòâ¼ðêè, . . . . Óïîðÿäî-
÷åííóþ n-êó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü2 êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà (. . . (A1 ×A2)×A3)× · · · )×An.

Ñëîæíàÿ ðåêóðñèÿ I. Ñëåäóþùèé ÷ëåí âûðàæåí íå òîëüêî ÷åðåç ïðåäûäóùèé, íî åù¼ è ÷åðåç ñâîé íîìåð. Ò.å.
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

a1 = x; an+1 = g(an, n).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâåñòè ýòîò ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó, íàì ïîòðåáóåòñÿ 2 ¾òðþêà¿. Ïåðâûé: ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
bn = n. Âòîðîé: ïåðåéä¼ì îò ìíîæåñòâà A, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A, ê ìíîæåñòâó A×N. Òåïåðü
îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an, bn) çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèåì

(a1, b1) = (x, 1); (an+1, bn+1) = (g(an, bn), bn + 1).

Ñëîæíàÿ ðåêóðñèÿ II. Ñëåäóþùèé ÷ëåí âûðàæåí ÷åðåç íåêîòîðîå (ôèêñèðîâàííîå) êîëè÷åñòâî ïðåäûäóùèõ, ò.å.
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

a1 = x1, . . . , ak = xk; an+k = h(an, an+1, . . . an+k−1).

Ñèòóàöèÿ çäåñü íå ñèëüíî ñëîæíåå, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Äîñòàòî÷íî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ am
n = an+m è

ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ìíîæåñòâå Ak = A×A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸
k ìíîæåñòâ

. Òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà¼òñÿ ñîîòíî-
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Ñëîæíàÿ ðåêóðñèÿ III. Ñëåäóþùèé ÷ëåí âûðàæåí ÷åðåç âñå ïðåäûäóùèå, ò.å. ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò
âèä

an = f(a1, . . . an−1).

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (îáîçíà÷èì åãî A) âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ýëåìåíòîâ A (â òîì ÷èñëå, a1 = f(), ãäå f() � çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñâåñòè ýòîò ñëó÷àé ê ïðîñòîé ðåêóðñèè, ââåä¼ì õèòðóþ ôóíêöèþ F : A → A, ¾ïðèïèñûâàþùóþ¿
ê êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â êîíåö çíà÷åíèå f íà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

F (a1, . . . an) = (a1, . . . an, f(a1, . . . an)).

Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b ýëåìåíòîâ A (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ A)
ñîîòíîøåíèåì

b1 = (); bn+1 = F (bn).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî an � ïîñëåäíèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bn+1.

1Óïîðÿäî÷åííûå ïàðû (a, b) è (c, d) ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = c è b = d.
2Õîòÿ îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì ðàññìàòðèâàòü óïîðÿäî÷åííóþ n-êó êàê êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. îòîáðàæåíèå 1, n → ∪iAi

äèàïàçîíà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n â îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Ai.


