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Çàíÿòèå 2: ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè (äîïîëíåíèå)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ñâîèõ îïðåäåëåíèé. Îïðåäåëåíèå
îïèñûâàåò îáúåêò â òåðìèíàõ ðàíåå ââåä¼ííûõ ïîíÿòèé. Íî ÷òî äåëàòü, íàïðèìåð, ñ òåìè ïîíÿòèÿìè, íà êîòîðûå
ññûëàåòñÿ ñàìîå ïåðâîå îïðåäåëåíèå? ×òîáû ïðèäàòü èì ñìûñë, èñïîëüçóþòñÿ àêñèîìû. Îïðåäåëåíèå � ýòî ââåäåíèå
íîâîãî èìåíè äëÿ êàêîãî-òî îáúåêòà. Àêñèîìà æå � ýòî óòâåðæäåíèå îá îáúåêòàõ, êîòîðîå ìû (â ðàìêàõ íàøåé òåîðèè)
ñ÷èòàåì èñòèííûì.

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè âû â êàêîé-òî ìåðå óæå ñòàëêèâàëèñü êàê ìèíèìóì ñ äâóìÿ âàæíûìè ñèñòåìàìè
àêñèîì: ñ àêñèîìàìè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè (íà óðîêàõ ãåîìåòðèè) è ñ àêñèîìàìè êîììóòàòèâíîãî êîëüöà (ïîä ýòèìè
ñëîâàìè ñêðûâàþòñÿ èçâåñòíûå âàì ïî íà÷àëüíîé øêîëå ïåðåìåñòèòåëüíûå, ñî÷åòàòåëüíûå è ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêî-
íû, à òàêæå íåêîòîðûå ñâîéñòâà íóëÿ è åäèíèöû). Èìåííî ñèñòåìà àêñèîì çàäà¼ò òîò îáúåêò, êîòîðûé îíà îïèñûâàåò:
âñå ñâîéñòâà ýòîãî îáúåêòà â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäÿòñÿ ê àêñèîìàì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë ïîíÿòèþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, îêàçûâàåòñÿ, òðåáóåòñÿ âñåãî ëèøü îäíà àêñèîìà.
Íî ïåðåä òåì, êàê å¼ ñôîðìóëèðîâàòü, íàïîìíèì ïàðó òåðìèíîâ. Îòîáðàæåíèå A → B � ïðàâèëî1, ïî êîòîðîìó
êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà A ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò ìíîæåñòâà B. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A
ìû áóäåì íàçûâàòü2 îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N â A. Íàì òàêæå áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 �
òîæå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé àêñèîìîé

Àêñèîìà (Ëîâåðà). Ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâî N, åãî ýëåìåíò 0 ∈ N è îòîáðàæåíèå +1 : N → N òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → X è ýëåìåíòà x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, äëÿ êîòîðîé

a0 = x; an+1 = f(an).

Ìåíåå ôîðìàëüíî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýòó àêñèîìó òàê: åñëè çàäàí íà÷àëüíûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è çàäàíî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó èç êàæäîãî ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé, òî çàäàíà
âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (òàêîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ).

Èíäóêöèÿ. Ïîêàæåì, êàê èç àêñèîìû Ëîâåðà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèíöèï èíäóêöèè Ïåàíî. Ïóñòü A ⊂ N � ïîäìíî-
æåñòâî, ñîäåðæàùåå 0 è âìåñòå ñ êàæäûì ñâîèì ÷èñëîì ñîäåðæàùåå ñëåäóþùåå. Òîãäà ïðàâèëî f(n) = n + 1 çàäà¼ò
îòîáðàæåíèå A→ A. Çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ñîîòíîøåíèÿìè

a0 = 0; an+1 = f(an).

Òàê êàê A � ïîäìíîæåñòâî N, òî îòîáðàæåíèå a : N→ A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü3 êàê îòîáðàæåíèå b : N→ N. Íåòðóäíî
çàìåòèòü, ÷òî b óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (b0 = 0, bn+1 = bn +1), ÷òî è òîæäåñòâåííîå îòîá-
ðàæåíèå4. Çíà÷èò, ïî àêñèîìå Ëîâåðà, îòîáðàæåíèå b ñîâïàäàåò ñ òîæäåñòâåííûì. Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
b (à, çíà÷èò, è a) � âñ¼ N.

Ñëîæåíèå. Îïåðàöèÿ ¾x+¿ ïðèáàâëåíèÿ ÷èñëà x îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

x + 0 = x; x + (n + 1) = (x + n) + 1.

Ïî÷òè ¾áåñïëàòíî¿ àêñèîìà Ëîâåðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí (ïîïðîáóéòå åãî äîêàçàòü
ÿâíî ïî èíäóêöèè, èñõîäÿ òîëüêî èç ðåêóððåíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ¾x+¿):

(x+y)+0 = x+y = x+(y+0); (x+y)+(n+1) = ((x+y)+n)+1 è x+(y+(n+1)) = x+((y+n)+1) = (x+(y+n))+1,

ïîýòîìó ¾(x + y) + �¿ è ¾x + (y + �)¿ � îäíà è òà æå îïåðàöèÿ.
Èç ñî÷åòàòåëüíîãî çàêîíà ëåãêî ñëåäóåò ïåðåìåñòèòåëüíûé. Ñïåðâà äîêàæåì, ÷òî ¾0+¿ è ¾+0¿ � îäíî è òî æå:

0 + 0 = 0 = 0 + 0; 0 + (n + 1) = (0 + n) + 1 è (n + 1) + 0 = n + 1 = (n + 0) + 1.

Äàëüøå íàäî çàìåòèòü, ÷òî ¾1+¿ è ¾+1¿ � îäíî è òî æå. Äåéñòâèòåëüíî,

1 + 0 = 1 = 0 + 1; 1 + (n + 1) = (1 + n) + 1 è (n + 1) + 1 = (n + 1) + 1.

Òåïåðü íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî è ¾x+¿ è ¾+x¿ îäèíàêîâû (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåé öåïî÷êå ðàâåíñòâ
ñíà÷àëà ïðèìåí¼í ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí, à çàòåì ýêâèâàëåíòíîñòü îïåðàöèé ¾+1¿ è ¾1+¿):

x + 0 = x = 0 + x; x + (n + 1) = (x + n) + 1 è (n + 1) + x = n + (1 + x) = n + (x + 1) = (n + x) + 1.

1Âîîáùå ãîâîðÿ, ñëîâî ¾ïðàâèëî¿ òðåáóåò óòî÷íåíèÿ âî èçáåæàíèå ïàðàäîêñîâ. Íî ýòî � òåìà îòäåëüíîãî ðàçãîâîðà.
2Íà ïðîòÿæåíèè ýòîãî ëèñòêà. ×àñòî óäîáíî áûâàåò îïðåäåëÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áîëåå îáùî.
3Åñëè áûòü áîëåå òî÷íûì, òî b(n) = i(a(n)), ãäå i : A→ N � êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå (îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîìó ýëåìåíòó

A ýòîò æå ýëåìåíò â N).
4Òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå id : X → X, îòîáðàæàþùåå êàæäûé ýëåìåíò X â ñåáÿ, ò.å.

id(x) = x.


