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Ïðîèçâîäíàÿ-1

Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü y = f(x). Ðàçíîñòü ∆x = x−x0 íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà,

à ∆y = ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0) � ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ðàâíî ∆x. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x) = x2 â

äàííîé òî÷êå x0, åñëè:

à) x0 = 1;
á) x0 = 2.
â) Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê ôóíêöèÿ ðàñòåò áûñòðåå?

ã) Çàïèøèòå ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x) = x2 â òî÷êå x0 â îáùåì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è åå êîîðäèíàòà çàâèñèò

îò âðåìåíè ïî çàêîíó s = s(t). Òîãäà

vñð. =
∆s

∆t
íàçûâàåòñÿ ñðåäíåé ñêîðîñòüþ òî÷êè, à

vìãíâ. = lim
∆t→0

∆s

∆t
� åå ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè t0.

Ïðèìåð 2. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî îñè Ox, åå êîîðäèíàòà èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó x = t2, ãäå
t� âðåìÿ â ñåêóíäàõ, à åäèíè÷íûé îòðåçîê ðàâåí 1ì.
à) Íàéäèòå ñðåäíþþ ñêîðîñòü òî÷êè â òå÷åíèå ïåðâîé ñåêóíäû; â òå÷åíèå âòîðîé ñåêóíäû.

á) Íàéäèòå ìãíîâåííóþ ñêîðîñòü òî÷êè ÷åðåç 1 ñåêóíäó ïîñëå íà÷àëà äâèæåíèÿ; ÷åðåç 2 ñåêóíäû.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x). Âûáåðåì íà íåì äâå òî÷êè: M(x0; f(x0))
è M1(x0 + ∆x; f(x0 + ∆x)). Òîãäà ïðÿìàÿ MM1 íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé, à åå ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå

ïðè ∆x→ 0 � êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó â òî÷êå x0.

Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò:

à) ñåêóùåé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) = x2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (0; 0) è (1; 1);
á) êàñàòåëüíûõ ê ýòîìó ãðàôèêó â òî÷êàõ x0 = 1 è x0 = 1.
â) Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ýòèõ êàñàòåëüíûõ.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òîãäà

åñëè ñóùåñòâóåò lim
∆x→0

∆y

∆x
, òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x0 è îáî-

çíà÷àåòñÿ f ′(x0).
Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå x0, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷-

êå.

Ïðè ñóùåñòâîâàíèè òîëüêî îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ãîâîðÿò ñîîòâåòñòâåííî î ïðîèçâîäíîé ñëåâà

èëè ñïðàâà.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå, åñëè îíà

äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ f ′(x) â ëþáîé òî÷êå ýòîãî

ìíîæåñòâà, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f .

Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è êîðíåé.

1. Íàéäèòå ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = C; á) y = x; â) y = xn, ãäå n ∈ N; ã) y =
1

x
; ä) y =

√
x; å) y = 3

√
x.

Òåîðåìà (ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèè u è v äèôôåðåíöèðóåìû íà ìíîæåñòâå

M . Òîãäà:

ôóíêöèÿ Cu äèôôåðåíöèðóåìà íà M , ïðè÷åì (Cu)′ = Cu′;
ôóíêöèÿ u + v äèôôåðåíöèðóåìà íà M , ïðè÷åì (u + v)′ = u′ + v′;
ôóíêöèÿ uv äèôôåðåíöèðóåìà íà M , ïðè÷åì (uv)′ = u′v + uv′;

åñëè v(x) 6= 0 ïðè âñåõ x ∈M , òî ôóíêöèÿ
u

v
äèôôåðåíöèðóåìà íà M , ïðè÷åì (

u

v
)′ =

u′v − v′u

v2
.

2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = x5 − 5x4 + 3x2 − 2x− 4; á) y =
x − 3

2x + 5
; â) y =

2x2 + 15x + 7

x + 8
.

3. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = (
√
x + 2)

(
3x2 − 1

x

)
â òî÷êå x0 = 1.



4. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ôóíêöèþ y = (x2 − 3x + 1)(2x − 4) äâóìÿ ñïîñîáàìè. Êîãäà óäîáíåå

ðàñêðûâàòü ñêîáêè: äî èëè ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ?

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ â äàííîé òî÷êå, íåïðåðûâíà â íåé.

á) Âåðíî ëè îáðàòíîå?

6. Â êàêèõ òî÷êàõ íåïðåðûâíû è â êàêèõ äèôôåðåíöèðóåìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

à) y = |x|; á) y = sign(x); â) y = 3
√
x; ã) y = (x−1)D(x), ãäå D(x) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå?

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ôóíêöèÿ{
2x− 3, åñëè x6 1
x2 + ax + b, åñëè x > 1

à) íåïðåðûâíà íà âñåõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé;

á) äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé?

Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, à ôóíê-

öèÿ g äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ F (x) = g(f(x)) äèôôåðåíöè-

ðóåìà â òî÷êå x0, ïðè÷åì F ′(x0) = g′(y0)f ′(x0).

8. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà (xn)′ = nxn−1 âåðíà äëÿ âñåõ n ∈ Z.

9. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y =
1

x
+

1

x2
+

1

x3
; â) y =

1

(2x + 1)5
; ä) y = 3

√
5 − 2x

4x + 1
;

á) y = (x2 − 4x + 5)2; ã) y =
√

1− x2; å) y =

√
x−

√
2x−

√
x− 1.

10. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
1

1 − 1

1 − x

äâóìÿ ñïîñîáàìè (óïðîñòèòü âûðàæåíèå ìîæíî

äî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, à ìîæíî ïîñëå).

Îïðåäåëåíèå. f ′′(x) = (f ′(x))′, f (n) =
(
f (n−1)(x)

)′
11. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå:

à)

(
x3

x − 1

)′′
; â) (2x6 − 6x4 + 1)(4); ä) ((x2 − 1)6(x3 + 5)10)(50); æ)

(
1

x + a

)(n)
;

á)

(
2x3

x2 − 4

)′′
; ã) (xm)(n); å) ((x2 − 1)6(x3 + 5)10)(42); ç)

(
1

x2 + 7x + 12

)(48)
.

Äîìàøíåå çàäàíèå

Ìîðäêîâè÷, �� 40.1, 40.5(à,â) 41.11(á), 41.12(á), 41.13(á), 41.15(á), 41.17(á), 41.20(á), 41.35(á),

41.69, 42.11(à,á), 42.19(à), 42.25(á), 42.26(á).


