
Ãèìíàçèÿ 1543, 10-Â êëàññ, 25 ñåíòÿáðÿ.

Äëèíà êðèâîé.

Êðèâûå. Ïàðàìåòðèçàöèè êðèâûõ.

Ôóíêöèþ f(t) : [a, b] → Rn áóäåì íàçûâàòü êðèâîé. Òî÷êè f(a) è f(b) íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëîì è êîíöîì
êðèâîé. Àðãóìåíò ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì êðèâîé.

Âîîáùå ãîâîðÿ, çàäàííûå ðàçíûìè ôóíêöèÿìè êðèâûå ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî íà÷àëî è êîíåö èõ
ñîâïàäàþò, à ñàìè ôóíêöèè ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà ïðîõîäÿò îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð:

x(t) = cos t;
y(t) = sin t;

t ∈ [0, 2]
è


x(t) = cos 2t;
y(t) = sin 2t;

t ∈ [0, 1]

â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå çàäàþò îäèíàêîâûå äóãè îêðóæíîñòè.
Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå êðèâûå f è g ýêâèâàëåíòíû (îòëè÷àþòñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé), åñëè ñóùåñòâóåò ñòðîãî

âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ t(s) òàêàÿ, ÷òî f(t(s)) = g(s). Ñàìó ôóíêöèþ t(s) áóäåì íàçûâàòü ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé (çàìåíîé
ïàðàìåòðà) êðèâîé.

Äëèíà êðèâîé. Âàðèàöèÿ êðèâîé.

Çàäàäèìñÿ öåëüþ ñîïîñòàâèòü íåêîòîðûì êðèâûì äëèíó � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì:

1) Åñëè êðèâàÿ AB ðàçáèòà òî÷êîé X íà äâå ÷àñòè, òî äëèíà AB ðàâíà ñóììå äëèí AX è XB.
2) Åñëè äâå êðèâûå ðàâíû â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå (ïåðâàÿ ïåðåâîäèòñÿ âî âòîðóþ äâèæåíèåì, âîçìîæíî ñ ïîñëåäóþùåé

ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé), òî ðàâíû èõ äëèíû.
3) Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöàìè.
Äîâîëüíî åñòåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê äëèíå êðèâîé � âïèñàííàÿ â êðèâóþ ëîìàíàÿ. Òàêóþ ëîìàíóþ ìîæíî

çàäàòü ïðè ïîìîùè ðàçáèåíèÿ îòðåçêà ïàðàìåòðèçàöèè.
Ïóñòü f(t) : [a, b]→ Rn � êðèâàÿ. Íåóáûâàþùóþ êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë σ: σ0, σ1, . . .σm, òàêóþ ÷òî σ0 = a,

σm = b, áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì [a, b]. Äëèíó ëîìàíîé f(σ0)f(σ1) . . . f(σm) áóäåì íàçûâàòü v-ñóììîé ðàçáèåíèÿ σ è
îáîçíà÷àòü v(σ). Ìàêñèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ è
îáîçíà÷àåòñÿ d(σ).

Âàðèàöèåé êðèâîé f(t) áóäåì íàçûâàòü òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ìíîæåñòâà v-ñóìì âñåõ ðàçáèåíèé îòðåçêà ïàðàìåòðèçàöèè
b

V
a
f(t) = sup

σ
v(σ). Åñëè òàêàÿ ãðàíü íå ñóùåñòâóåò, ãîâîðÿò, ÷òî äëèíà êðèâîé áåñêîíå÷íà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âàðèàöèÿ àääèòèâíà (
b

V
a
f =

c

V
a
f +
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V
c
f , åñëè c ∈ [a, b]), èíâàðèàíòíà ïðè ïåðåïàðàìåòðèçàöèÿõ

è äâèæåíèÿõ è, â ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ � îòðåçîê, ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî êîíöàìè. Ïîýòîìó âàðèàöèþ êðèâîé âïîëíå
åñòåñòâåííî íàçûâàòü äëèíîé ýòîé êðèâîé.

Íåïðåðûâíûå êðèâûå. Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü íåïðåðûâíûõ êðèâûõ.

Ôóíêöèÿ f(x) : Rm → Rn íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ an, ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé f(an) ñõîäèòñÿ ê f(a) (ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ê ïðåäåëó a ýêâèâàëåíòíà
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññòîÿíèé ìåæäó an è a ê íóëþ, à òàêæå ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè). Ôóíêöèÿ íàçûâàåò-
ñÿ íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà. Íåïðåðûâíûìè íà îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ôóíêöèè: const, xk, ax, sinx,
1

1 + x2
. Äîâîëüíî èíòåðåñíûé ïðèìåð ðàçðûâíîé

ôóíêöèè: sin(1/x), äîîïðåäåë¼ííûé íóë¼ì ïðè x = 0 (å¼ ðàçðûâíîñòü â òî÷êå 0 äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî!).
Ïîìèìî íåïðåðûâíîñòè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåêîå áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî: ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü. Ôóíêöèÿ

f(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé (íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ(ε) > 0, òàêîå
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè, óäàë¼ííûìè äðóã îò äðóãà ìåíåå, ÷åì íà δ, ìåíüøå ε. Ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-
íîé ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè x è

√
x. À âîò x2 ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíà

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè.

Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà îãðàíè÷åííîì çàìíêíóòîì ìíîæåñòâå, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéä¼òñÿ ïàðà òî÷åê x(δ) è y(δ), óäàë¼ííûõ ìåíåå ÷åì íà
δ, òàêèõ ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå ìåíüøå ε. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = x(1/n) è yn = y(1/n). Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xn â ñèëó ñâîåé îãðàíè÷åííîñòè èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkn (ïðè÷¼ì ïðåäåë ëåæèò â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè â ñèëó å¼ çàìêíóòîñòè). Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ykn

èìååò òîò æå ïðåäåë. Ïîýòîìó ýòîò
ïðåäåë íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f (ðàçíèöà ìåæäó çíà÷åíèÿìè f(xkn

) è f(ykn
) íå ìåíüøå ε).

Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðåðûâíîñòüþ f .

Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òàê êàê å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ � îòðåçîê � ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå äëèíû íåïðåðûâíîé êðèâîé.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σn ðàçáèåíèé îòðåçêà ïàðàìåòðèçàöèè íåïðåðûâíîé êðèâîé f . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàìåòðîâ d(σn) ñòðåìèòñÿ ê 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v-ñóìì v(σn) ñòðåìèòñÿ ê âàðèàöèè êðèâîé.
Äîêàæåì ñïåðâà âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.



Ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíîé êðèâîé.

Ïóñòü ÷èñëî A ìåíüøå âàðèàöèè íåïðåðûâíîé êðèâîé f . Òîãäà ñóùåñòâóåò δ(A) > 0, òàêîå ÷òî ëþáàÿ v-ñóììà ðàçáèåíèÿ
äèàìåòðà, ìåíüøåãî δ(A), áîëüøå A.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå σ, v-ñóììà êîòîðîãî áîëüøå A (òàêîå ðàçáèåíèå ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ âàðèàöèè). Ïóñòü â

í¼ì m òî÷åê. Êðèâàÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî, ïîýòîìó äëÿ ε =
v(σ)−A

4m
ñóùåñòâåò δ > 0 òàêîé, ÷òî òî÷êè, óäàë¼ííûå

äðóã îò äðóãà íà îòðåçêå ïàðàìåòðèçàöèè ìåíüøå, ÷åì íà δ, óäàëåíû äðóã îò äðóãà â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøå, ÷åì íà ε.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ω ñ äèàìåòðîì, ìåíüøèì δ. Äîáàâèì ê íåìó òî÷êè ðàçáèåíèÿ σ, ïîëó÷èâ ïðè

ýòîì íîâîå ðàçáèåíèå (ω+σ). Ïðè äîáàâëåíèè ê ω ëþáîé òî÷êè çíà÷åíèå v-ñóììû ðàçáèåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
2ε (çàñ÷¼ò òîãî îòðåçêà ðàçáèåíèÿ, êîòîðûé ïîäåë¼í íà äâå ÷àñòè). Ìû äîáàâëÿåì ìåíüøå m òî÷åê. Ïîýòîìó:

v(ω + σ) 6 v(ω) +
v(σ)−A

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, v(ω + σ) > v(σ). Ïîýòîìó èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò:

v(σ) +A

2
6 v(ω).

Íó à v(σ) > A. Óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn = v(σn). Äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ ε-îêðåñòíîñòü âàðèàöèè f ñîäåðæèò ïî÷òè âñå
÷ëåíû vn. Äåéñòâèòåëüíî, îêðåñòíîñòü 0 ñ ðàäèóñîì δ(V f − ε) (â îáîçíà÷åíèÿõ ëåììû) ñîäåðæèò ïî÷òè âñå äèàìåòðû v(dn),
ïîýòîìó, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ëåììû, ðàññìàòðèâàåìàÿ îêðåñòíîñòü V f ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ÷ëåíû vn.

Äîêàçàííîå òîëüêî ÷òî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëèíó íåïðåðûâíîé êðèâîé êàê ïðåäåë äëèí âïèñàííûõ ëî-
ìàííûõ ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðîâ ðàçáèåíèé, ïî êîòîðûì ýòè ëîìàííûå ïîñòðîåíû, ê 0.

Äëèíà îêðóæíîñòè. Íåïðåðûâíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Ââåä¼ì òåïåðü, îïèðàÿñü íà âûøåèçëîæåííóþ òåîðèþ, äëèíó îêðóæíîñòè. Ñïåðâà ðàññìîòðèì äóãó ðàñòâîðîì 90◦. Îíà
èìååò äëèíó, òàê êàê äëèíà ëþáîé âïèñàííîé ëîìàíîé íå áîëüøå ñóììû äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïðîåêöèé å¼
îòðåçêîâ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, íå ïðåâûøàåò äâóõ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòè (ãîðèçîíòàëüíóþ è âåðòèêàëüíóþ îñè ñ÷èòàåì
ïðîâåä¼ííûìè èç öåíòðà îêðóæíîñòè ê êîíöàì äóãè). Ïîýòîìó è îêðóæíîñòü (ñîñòîÿùàÿ èç 4 òàêèõ äóã) èìååò äëèíó. Äëèíà
ïîëóîêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà îáîçíà÷àåòñÿ π. Äëèíà ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñà r, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ðàâíà rπ
(âàðèàöèÿ êðèâîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ óìíîæàåòñÿ íà êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ). Èç àääèòèâíîñòè ãðàäóñíîé ìåðû
óãëà è àääèòèâíîñòè âàðèàöèè ñëåäóåò, ÷òî äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà å¼ ãðàäóñíîé ìåðå. Ïîýòîìó âïîëíå
åñòåñòâåííî ïîìèìî ãðàäóñíîé ìåðû èñïîëüçîâàòü ðàäèàííóþ (óãîë îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé äóãè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, âû-
ñå÷åííîé ýòèì óãëîì). Ïîÿñíèì, ÷åì îíà óäîáíà.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ln äëèí âïèñàííûõ â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ; ln = 2n sin
π

n
.

Ïàðàìåòðèçóåì îêðóæíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
x(t) = t;

y(t) =
√

1− t2; t ∈ [−1, 1]
è


x(t) = 2− t;

y(t) = −
√

1− (2− t)2;
t ∈ (1, 3]

Ýòî íåïðåðûâíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. Áîëåå òîãî, äëèíà êàæäîãî èç îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðàâèëüíîìó
n-óãîëüíèêó, â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè íå ïðåâûøàåò ln (îíà ðàâíà äëèíå ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà

íà îñü àáñöèññ). Ïîýòîìó ln ñòðåìèòñÿ ê 2π. À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
n

π
sin

π

n
ñòðåìèòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê 1. Âîîáùå ãîâîðÿ,

äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn → 0, íå ïðèíèìàþùåé íóëåâûå çíà÷åíèÿ,
sinxn
xn

→ 1. Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ

ïåðâûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì. Åñëè âûáðàòü â êà÷åñòâå ìåðû óãëà ëþáóþ ëèíåéíóþ (ïðîïîðöèîíàëüíóþ ãðàäóñíîé)
ìåðó, îòëè÷íóþ îò ðàäèàííîé, òî ýòîò ïðåäåë óæå íå áóäåò ðàâåí 1. Äîêàæåì ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë.

Ðàññìîòðèì äóãó AB ðàñòâîðà x, ìåíüøåãî π/2. Ïóñòü A ëåæèò íà îñè àáñöèññ, B � âûøå îñè àáñöèññ, öåíòð îêðóæíîñòè
äóãè � â íà÷àëå êîîðäèíàò O. Îïóñòèì èç òî÷êè B ïåðïåíäèêóëÿð BC íà îñü àáñöèññ, à èç òî÷êè A ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿð
ê îñè àáñöèññ äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëó÷îì OB â òî÷êå D. Îïóñòèì èç B ïåðïåíäèêóëÿð BE íà AD. Î÷åâèäíà ñëåäóþùàÿ öåïü
íåðàâåíñòâ: BC < AB < x < BE + EA < BE + DA. Çàìåòèì, ÷òî BC = sinx, BE = 1 − cosx, DA = tg x. Òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷àåì, ÷òî sinx < x < (1 − cosx) + tg x. Îòñþäà, âî-ïåðâûõ,
x

sinx
> 1, âî-âòîðûõ,

x

sinx
<

1
cosx

+
1− cosx

sinx
. Âî âòîðîì

íåðàâåíñòâå ìîæíî óâåëè÷èòü ïðàâóþ ÷àñòü, çàìåòèâ, ÷òî 1− cosx < 1− cos2 x = sin2 x. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì:

1 <
x

sinx
<

1
cosx

+ sinx.

Çàìåòèì, ÷òî ñèíóñ è êîñèíóñ íåïðåðûâíû. Íåïðåðûâíîñòü ñèíóñà â òî÷êå 0 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà sinx < x ïðè ïîëî-
æèòåëüíîì x è sinx > x ïðè îòðèöàòåëüíîì x. Íåïðåðûâíîñòü êîñèíóñà â òî÷êå 0 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ

√
1− x2

íåïðåðûâíà, à êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òîæå íåïðåðûâíà. Äîêàæåì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü ñèíóñà è êîñèíóñà â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå a.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè an → a, òî sin an = sin(a+(an−a)) = sin a cos(an−a)+cos a sin(an−a), ÷òî ñòðåìèòñÿ ê sin a·1+cos a·0,
÷òî ðàâíî sin a. Íåïðåðûâíîñòü êîñèíóñà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñòðåìèòñÿ ê 0, òî
1

cosxn
+ sinxn ñòðåìèòñÿ ê 1.

Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:

1 6 lim
|xn|

sin |xn|
6 lim

1
cos |xn|

+ sin |xn| = 1.

Îòñþäà, lim
sin |xn|
|xn|

= 1. À â ñèëó ÷¼òíîñòè ôóíêöèè
sinx
x

âåðíî, ÷òî è lim
sinxn
xn

= 1.


