
Çàäà÷à 1. Áàðîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìóëà.

Íàøà çàäà÷à � îïðåäåëèòü, êàê çàâèñèò äàâëåíèå âîçäóõà îò âûñîòû íàä óðîâíåì
ìîðÿ. Ìû áóäåì äåéñòâîâàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî Çåìëÿ ïëîñêàÿ, ìàññîâàÿ ñèëà
òÿæåñòè g ïîñòîÿííà, à âñå ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîçäóõà â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íå ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïðè÷¼ì äàâëåíèå p çàâèñèò
òîëüêî îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû y. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ îáú¼ìà âîç-
äóõà V , çàêëþ÷¼ííîãî â ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä a×b×c, ó êîòîðîãî íèæíÿÿ
ãðàíü ïàðàëëåëüíà Çåìëå è èìååò âåðòèêàëüíóþ êîîðäèíàòó h. Áóäåì ïèñàòü ýòè
óñëîâèÿ â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü Y

p(h)ac− p(h+ b)ac− Fg = 0.

p(h)ac è P (h + b)ac � ñèëû äàâëåíèÿ íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿõ, ñîîòâåòñòâåííî.
Fg � ñèëà òÿæåñòè. Åñëè áû ïëîòíîñòü âîçäóõà áûëà ïîñòîÿííîé, Fg ðàâíÿëîñü áû
ρgV . Â ñëó÷àå ïåðåìåííîé (íî íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû) ïëîòíîñòè ñó-
ùåñòâóåò òî÷êà âíóòðè îáú¼ìà V òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè ρ∗ â ýòîé òî÷êå âûïîëíåíî
Fg = ρ∗gV . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

p(h)ac− p(h+ b)ac− ρ∗gV = 0.

Çàìåòèì, ÷òî V = abc, ïîýòîìó

p(h)− p(h+ b)− ρ∗gb = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàêðîñêîïè÷åñêèå ïàðàìåòðû âîçäóõà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà

p = ρRT,

ãäå R � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò ñîñòàâà ãàçà, à T � òåìïåðàòóðà, êîòîðóþ ìû
òîæå áóäåì ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé (õîòÿ òàêîå äîïóùåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëèøêîì

ðåàëèñòè÷íî). Òîãäà ìû ìîæåì âìåñòî ρ∗ íàïèñàòü p(h∗)
RT

, ãäå h < h∗ < h+b. Óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ ïðèìåò âèä

p(h)− p(h+ b)− p(h∗)gb

RT
= 0.

Íàì áóäåò óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå â âèäå

b =
RT

g

(
p(h)− p(h+ b)

p(h∗)

)
.

Äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà íàì ïðèä¼òñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äàâëåíèå ìîíîòîí-
íî çàâèñèò îò âûñîòû (ò.å. ÷òî p(h∗) íàõîäèòñÿ ìåæäó p(h) è p(h + b)). Áåç ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî îáîéòèñü, íî òîãäà íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ñåðü¼çíûé ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò (äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå), êîòîðûé ìû ñåé÷àñ òðîãàòü íå
õîòèì. Ðàññìîòðèì äâà çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ pa < pb. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ðàçáè-
åíèå σ îòðåçêà [pa, pb] pa = p0 < p1 < . . . < pn = pb äèàìåòðà d(σ). Äëÿ êàæäîãî èç
ïîäîòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ çàïèøåì óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ, çàïèñûâàÿ âìåñòî b ðàçíîñòü
âûñîò, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàâëåíèÿì pi è pi+1. Ñëîæèâ âñå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

hb − ha = hn − h0 =
RT

g

(
p(h0)− p(h1)

p(h∗01)
+
p(h2)− p(h1)

p(h∗12)
+ . . .+

p(hn)− p(hn−1)

p(h∗(n−1)n)

)
.
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Çàìåíèì â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ âñå p(h∗ij) íà p(hi). Çíà÷åíèå ïîëó÷åí-
íîãî âûðàæåíèÿ îáîçíà÷èì A(σ). Àíàëîãè÷íî, çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëå çàìåíû
âñåõ p(h∗ij) íà p(hj) îáîçíà÷èì B(σ). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñëà A(σ) è B(σ) îãðà-

íè÷èâàþò ñ äâóõ ñòîðîí ïëîùàäü ïîä ãèïåðáîëîé y = RT
gx

ïðè pa < x < pb. Ïðè ýòîì,

âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì p(hi)− p(hi+1) 6 d(σ) ëåãêî ïîëó÷èòü

B(σ)− A(σ) 6 d(σ)

(
RT

gpa
− RT

gpb

)
.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî σ çíà÷åíèå (hb− ha) çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò A(σ) äî B(σ) è
ïëîùàäü ïîä ó÷àñòêîì ãèïåðáîëû (ðàâíàÿ, êàê ìû çíàåì, RT

g
ln pa

pb
) çàêëþ÷åíà â òåõ

æå ïðåäåëàõ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé ñ d(σn) → 0 äà¼ò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè A(σ) è B(σ), òî

hb − ha =
RT

g
ln
pa
pb
.

Ïîòåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

pa = pbe
g(hb−ha)

RT .

Ýòî ðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé äàâëåíèÿ íà âûñîòàõ ha è hb, íàçûâàåòñÿ
áàðîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëîé.

Çàäà÷à 2. Çàäà÷à î âåð¼âêå.

Òîíêàÿ íåðàñòÿæèìàÿ âåð¼âêà íàìîòàíà íà öèëèíäð. Ñ îäíîãî êîíöà çà âåð¼âêó
òÿíóò ñ ñèëîé T1, ñ äðóãîãî � ñ ñèëîé T2 > T1. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå T2, ïðè
êîòîðîì ñèñòåìà îñòà¼òñÿ â ðàâíîâåñèè, åñëè êîýôôèöèåíò òðåíèÿ âåð¼âêè î öèëèíäð
ðàâåí k.

Ââåä¼ì íà âåð¼âêå óãëîâóþ êîîðäèíàòó ϕ, çàäàþùóþ ïîëîæåíèå òî÷êè âåð¼âêè
íà öèëèíäðå, à èìåííî: òî÷êà âåð¼âêè ñ êîîðäèíàòîé ϕ ïîâ¼ðíóòà íà óãîë ϕ mod 2π
îò íåêîòîðîé îòñ÷¼òíîé òî÷êè íà öèëèíäðå îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà. ×åðåç T (ϕ)
îáîçíà÷èì ñèëó íàòÿæåíèÿ âåð¼âêè â òî÷êå ϕ.

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ó÷àñòêà âåð¼âêè [ϕ0−α, ϕ0 +α] â ïðîåêöèè íà îñè
êîîðäèíàò, îäíà èç êîòîðûõ íàïðàâëåíà ïî ðàäèóñó öèëèíäðà ê òî÷êå ϕ0, à äðóãàÿ
� ïî êàñàòåëüíîé ê åãî ïîâåðõíîñòè. Â ïðîåêöèè íà ðàäèàëüíóþ îñü èìååì

Rr + Fr − (T (ϕ0 + α) + T (ϕ0 − α)) sinα = 0,

ãäå Rr � ñóììàðíàÿ ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèë ðåàêöèè îïîðû, à Fr � ñóììàðíàÿ
ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèë òðåíèÿ. Â ïðîåêöèè íà òàíãåíöèàëüíóþ îñü óðàâíåíèå
ðàâíîâåñèÿ âûãëÿäèò òàê

Rt + Ft + (T (ϕ0 + α)− T (ϕ0 − α)) cosα = 0,

ãäå Rt è Ft � òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñèë ðåàêöèè îïîðû è ñèë òðåíèÿ.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïî çàêîíó ñóõîãî òðåíèÿ F 6 kR . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ, à èìåííî F = kR. Ïðè ýòîì Ft = kRr

è Fr = kRt. Ïóñòü r(ϕ) � óãëîâàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðû.
Òîãäà Fr 6 2αmax r sinα. Ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå Rr èç ïåðâîãî

k(T (ϕ0 + α) + T (ϕ0 − α)) sinα− kFr +Rt + (T (ϕ0 + α)− T (ϕ0 − α)) cosα = 0.
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T (ϕ0+α)+T (ϕ0−α) ïåðåïèøåì êàê 2T (ϕ∗) � óäâîåííîå çíà÷åíèå ñèëû íàòÿæåíèÿ
â íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé òî÷êå. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå íà 2α

T (ϕ∗) sinα
, ïîëó÷àåì

2kα =
T (ϕ0 + α)− T (ϕ0 − α)

T (ϕ∗)
· α cosα

sinα
+

2α(k2 − 1)Rt

T (ϕ∗) sinα
.

Èìååì óðàâíåíèå, ïîõîæåå íà òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Äåéñòâó-
åì äàëüøå òàêèì æå îáðàçîì: ðàçáèâàåì îòðåçîê [T1, T2] è ðàññìàòðèâàåì ãèïåðáîëó
y = 1

kx
. Çàìåòèì, ÷òî α cosα

sinα
îòëè÷àåòñÿ îò 1 íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà α2, Rt îòëè÷àåòñÿ îò

0 íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà α2, ïîýòîìó ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê 0 ñóììû
âåëè÷èí 1− α cosα

sinα
è Rt áóäóò òîæå ñòðåìèòüñÿ ê 0 (ò.ê. ýòè ñóììû ïðè ðàâíîìåðíîì

ðàçáèåíèè èìåþò ïîðÿäîê α). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

ϕ2 − ϕ1 =
1

k
ln
T2

T1

,

èëè
T2 = T1e

k(ϕ2−ϕ1).

3


