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ìÏÇÁÒÉÆÍ. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.
éÔÁË, ÍÙ ÒÁÚÏÂÒÁÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ln a ÐÒÉ a > 1 ÍÏÖ-

ÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ y = 1
x ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ x = 1 É x = a. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ

ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ eln a = a. éÚ ÜÔÏÇÏ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÌÏÝÁÄÉ
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ln ab = ln a+ ln b. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÉÓËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× ×ÓÅÈ
ÞÉÓÅÌ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÛÁÇÏÍ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ: ÖÅÌÁÑ ÕÍÎÏÖÉÔØ a ÎÁ b, ÍÙ
ÎÁÈÏÄÉÍ × ÔÁÂÌÉÃÅ ÉÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÉÈ É ÎÁÈÏÄÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÎÁÛÁ ÓÕÍÍÁ. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÔ. ÷ XVII { XVIII ×ÅËÁÈ ÂÙÌÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÏÞÅÎØ ÐÏÄÒÏÂÎÙÅ ÔÁ-
ÂÌÉÃÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ×. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÁÂÌÉÃ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× × 1622 ÇÏÄÕ ÁÎÇÌÉÞÁÎÉÎ ÷ÉÌØÑÍ ïÔÒÅÄ (William
Oughtred) ÉÚÇÏÔÏ×ÉÌ ÐÏÄ×ÉÖÎÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊËÉ.
ë XIX ×ÅËÕ ÌÉÎÅÊËÉ ÂÙÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÙ, ÎÁ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÒÎÉ,
ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÏ×ÅÔÓËÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÕÞÉÌÉÓØ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÄÏ 80-È ÇÏÄÏ× ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ, ÐÏËÁ Å£ ÎÅ ×ÙÔÅÓ-
ÎÉÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ ÓÏ×ÅÔÓËÉÅ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÙ "üÌÅËÔÒÏÎÉËÁ íë".

1) ðÏËÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÌÏÝÁÄØ (É ÌÏÇÁÒÉÆÍ) ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a > 1. ìÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ
ln 1 = 0 (ÐÏÞÅÍÕ?). ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ln a ÐÒÉ 0 < a < 1, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ?

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ R∗+ É R ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
3) äÏËÁÖÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ: ln a

b = ln a − ln b (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÐÌÏÝÁÄÅÊ), ln(ax) = x ln a (ÚÄÅÓØ x | ÌÀÂÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ax ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ex ln a).

4) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ y = 1
x , ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÙÍÉ x = a

É x = b. ëÁË ÎÕÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ a < c < b, ÞÔÏÂÙ ÐÒÑÍÁÑ x = c ÒÁÚÄÅÌÉÌÁ ÜÔÕ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÐÏÌÁÍ?
5) òÁÚÂÉ×ÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÇÏ n:
Á) 1

n+1 + 1
n+2 + 1

n+3 + · · ·+ 1
2n < ln 2;

Â) 1
n + 1

n+1 + 1
n+1 + · · ·+ 1

2n−1 > ln 2.
6) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim

n→∞
( 1
n+1 + 1

n+2 + 1
n+3 + · · ·+ 1

2n
)

= ln 2.

ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ln 2 ≈ 1
n+1 + 1

n+2 + 1
n+3 + · · ·+ 1

2n ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n. C ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ln 2 = ln 2n

n = ln 2n− lnn. üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÎÁ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÍÙÓÌØ, ÞÔÏ lnn ≈ 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · ·+ 1
n .

÷ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.
7) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · ·+ 1
n > lnn;

Â) 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

n < lnn.
8) ðÏÌÏÖÉÍ 
n = 1

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · ·+ 1

n − lnn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 
n ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ
É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÅÄÉÎÉÃÅÊ).

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ 
n = 1
1 + 1

2 + 1
3 + 1

4 + · · · + 1
n − lnn. üÔÏÔ

ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ-íÁÓËÅÒÏÎÉ. þÉÓÌÏ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C, ÏÎÏ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ,
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ, ÔÏÞÎÅÅ C ≈ 0; 577.
ôÏ ÅÓÔØ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÔ£Ô ÐÒÉÍÅÒÎÏ ËÁË ÌÏÇÁÒÉÆÍ, 1

1 + 1
2 + 1

3 + 1
4 + · · · + 1

n ≈ C + lnn.
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÎÅ ÓÏÍÎÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ C | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄÎÁËÏ ÐÏËÁ ÄÏËÁÚÁÔØ
ÜÔÏ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.


