
Ãèìíàçèÿ 1543, 10-Â êëàññ, 11 ñåíòÿáðÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó (ñíèçó), åñëè ìíîæåñòâî å¼ çíà÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó

(ñíèçó). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ ñ îáåèõ ñòîðîí, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

1) Ôðàçó �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a îãðàíè÷åíà ñâåðõó� ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∃C ∈ R : ∀i ai < C.

Çàïèøèòå òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëåíèå îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íå îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

2) Ìîæåò ëè îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìåòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ?

3) ßâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííîé?
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4) Ïóñòü a, b � îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: si = ai + bi, di = ai − bi,

pi = ai · bi, qi =
ai

bi
. Êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè? (q ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé ïðè òåõ i, ïðè êîòîðûõ bi 6= 0)

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî �êîðìóøêîé� (�ëîâóøêîé�) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñëè îíî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî å¼
÷ëåíîâ (âñå å¼ ÷ëåíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà).

5) Ôðàçó �ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A� ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè ñèìâîëîâ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∃N ∈ N : ∀i > N ai ∈M.

Çàïèøèòå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óòâåðæäåíèå �ìíîæåñòâî M íå ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a�.

6) Ëþáàÿ ëè ëîâóøêà ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé? Ëþáàÿ ëè êîðìóøêà ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé? Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè
îòðåçîê [0, 2] ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé, òî õîòÿ áû îäèí èç îòðåçêîâ [0, 1] è [1, 2] òîæå ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé? Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,
÷òî åñëè îòðåçîê [0, 2] ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé, òî õîòÿ áû îäèí èç îòðåçêîâ [0, 1] è [1, 2] òîæå ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé?

7) Âåðíî ëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ ëîâóøêîé
äëÿ íå¼?

8) Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé ëþáîé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé? À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êî-
òîðîé ëþáîé èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ëîâóøêîé?

9) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1, ÿâëÿþùèéñÿ êîðìóøêîé äëÿ
íå¼; à åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âäîáàâîê åù¼ è ìîíîòîííà, òî ñóùåñòâóåò îòðåçîê äëèíû 1, ÿâëÿþùèéñÿ ëîâóøêîé äëÿ íå¼.
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