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Óðàâíåíèå Ïåëëÿ è èíäèéñêèå ìàòåìàòèêè.
Óðàâíåíèå Ïåëëÿ.

Óðàâíåíèåì Ïåëëÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ âèäà:

x2 − dy2 = 1,

ãäå d ∈ N íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ (ðåøåíèÿ
ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ èç íåîòðèöàòåëüíûõ òðèâèàëüíûì îáðàçîì, ðåøåíèå (1, 0) äëÿ íàñ
áóäåò íåèíòåðåñíî). Ñðåäè ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé îñîáíÿêîì ñòîèò ò.í. ìèíèìàëüíîå � ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì x (è y,
êñòàòè, òîæå). Âñå îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìèíèìàëüíîãî ïðè ïîìîùè íåõèòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âïåðâûå óðàâíåíèå Ïåëëÿ ïîÿâèëîñü â ñî÷èíåíèÿõ èíäèéñêîãî ìàòåìàòèêà Áðàõìàãóïòû, ãäå îí äàë íàáðîñêè îáùåãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ìåòîä Áðàõìàãóïòû ïîëó÷èë ðàçâèòèå, à ê 12 âåêó ïîÿâèëèñü òðóäû, â êîòîðûõ áûë äàí
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü ëþáîå óðàâíåíèå Ïåëëÿ. Ðåçóëüòàòû èíäèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ è áóäóò èçëîæåíû â ýòîé
ëåêöèè.

Òîæäåñòâî Áðàõìàãóïòû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë x1, x2, y1, y2 è d âûïîëíåíî òîæäåñòâî:
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2) = (x1x2 + dy1y2)2 − d(x1y2 + x2y1)2.

Èç ýòîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî åñëè (x1, y1) è (x2, y2) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, òî è (x1x2 + dy1y2, x1y2 + x2y1) �
ðåøåíèå (íàçîâ¼ì åãî �ïðîèçâåäåíèåì� ðåøåíèé (x1, y1) è (x2, y2); äëÿ òàêîãî �óìíîæåíèÿ� âûïîëíÿþòñÿ ïåðåìåñòèòåëüíûé
è ñî÷åòàòåëüíûé çàêîíû). Òàêèì îáðàçîì, �ñòåïåíè� ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ,
èìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü s = (x0, y0) � íåêîå (ïîëîæèòåëüíîå) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, à s1 = (x1, y1) � ìèíèìàëüíîå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç s−1

1 ðåøåíèå (x1,−y1). Ðàññìîòðèì ðåøåíèå s′ = ss−1
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Äîêàæåì, ÷òî x0x1 > dy0y1. Åñëè áû ýòî áûëî íåâåðíî, òî áûëî áû âûïîëíåíî x0x1 − dy0y1 6 0, à òàêæå:

x2
0x1 − dx0y0y1 6 0

x2
1x0 − dx1y0y1 6 0.

Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ëåãêî ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå: x1 + dy0(y0x1 − y1x0) 6 0 è x0 + dy1(y1x0 − y0x1) 6 0. Â ñèëó
ïîëîæèòåëüíîñòè x0 è x1 îáà íåðàâåíñòâà îäíîâðåìåííî íå ìîãóò èìåòü ìåñòî.

Ïîýòîìó (x1y0− x0y1)2 < y2
0 + y2

1 − 2y0y1 = (y0− y1)2, ÷òî ìåíüøå y2
0 . Çíà÷èò, ðåøåíèå (|x1x0− dy1y0|, |x1y0− x0y1|) èìååò

ìåíüøóþ âòîðóþ (à, ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðâóþ) êîìïîíåíòó, ÷åì ðåøåíèå s. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæàÿ ýòî ðåøåíèå íà s−1
1 ,

áåðÿ ìîäóëü îáåèõ êîìïîíåò è ïîâòîðÿÿ ýòè äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì â èòîãå ðåøåíèå ñ íóëåâûì y. À òàêîå ðåøåíèå îäíî: (1, 0).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ ê óìíîæåíèþ íà s−1

1 � ýòî óìíîæåíèå íà s1, à çàìåíà çíàêîâ êàêèõ-òî
êîìïîíåíò, âûïîëíåííàÿ ïåðåä óìíîæåíèåì íà s1 ýêâèâàëåíòíà óìíîæåíèþ íà s1 èëè s−1

1 , èíîãäà ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé
çíàêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (x0, y0) ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ (1, 0) ïóò¼ì óìíîæåíèÿ íà êàêóþ-òî ñòåïåíü s1, âîçìîæíî, ñ ïîñëå-
äóþùåé çàìåíîé çíàêîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè s1 èìåþò òå æå ìîäóëè êîìïîíåíò, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæèòåëüíûå ñòåïåíè (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî!), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ èñ÷åðïûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

×àêðàâàëà.

Ñàìà çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çà÷àñòóþ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ òðóäíîñòü. Îíà áûëà ðåøåíà ìåæäó 7 è 11
âåêàìè, ðåøåíèå áûëî èçëîæåíî â òðóäàõ èíäèéñêîãî ìàòåìàòèêà Áõàñêàðû II â 12 âåêå ïîä íàçâàíèåì ÷àêðàâàëà (êîëåñî).
À âîò ïåðâîå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìåòîä ðàáîòàåò, ïîÿâèëîñü òîëüêî â 30õ ãîäàõ 20 âåêà. Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî
íåñêîëüêî ãðîìîçäêî, ïîýòîìó èçëîæåíî íå áóäåò, â îòëè÷èå îò ìåòîäà.

Òîæäåñòâî Áðàõìàãóïòû ïîçâîëÿåò ïåðåìíîæàòü íå òîëüêî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, íî è ðåøåíèÿ áîëåå îáùåãî óðàâ-
íåíèÿ:

x2 − dy2 = z.

Ïðîèçâåäåíèåì ðåøåíèé (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2) íàçîâ¼ì òðîéêó (òîæå ðåøåíèå) (x1x2 + dy1y2, x1y2 + x2y1, z1z2).
Ìåòîä ÷àêðàâàëà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: áåð¼òñÿ ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (x, y, z) ñ âçàèìíî

ïðîñòûìè x è y (îáû÷íî (1, 0, 1)) è óìíîæàåòñÿ íà ðåøåíèå (t, 1, t2−d), ïðè÷¼ì t > 0 ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû x+ yt äåëèëîñü
íà z (äîêàæèòå, ÷òî òàê ñäåëàòü ìîæíî), à |t2 − d| áûë ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì. Íîâàÿ òðîéêà (xt + yd, x + yt, z(t2 − d))
ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî:

(xt + yd)2 − d(x + yt)2 = z(t2 − d).

Äåëÿ ðàâåíñòâî íà z2, ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðîéêà

(
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)
.

Òàê êàê x(x + yt) − y(xt + yd) = z, à z è y âçàèìíî ïðîñòûå, òî xt + yd äåëèòñÿ íà z (áîëåå òîãî, z åñòü ÍÎÄ x + yt è
xt + yd). Èç ðàâåíñòâà (xt + yd)2 − d(x + yt)2 = z(t2 − d) ñëåäóåò, ÷òî è t2 − d äåëèòñÿ íà z. Ïîýòîìó íîâàÿ òðîéêà ñîñòîèò èç
öåëûõ ÷èñåë, áîëåå òîãî, ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ.

Òåïåðü ýòà òðîéêà áåð¼òñÿ â êà÷åñòâå èñõîäíîé (x, y, z), è øàã àëãîðèòìà ïîâòîðÿåòñÿ. Â íåêîòîðûé ìîìåíò â êà÷åñòâå z
îêàæåòñÿ ÷èñëî 1 (ýòî óòâåðæäåíèå îñòàíåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà).


