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Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè - 2 (äîáàâëåíèå)
49. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó)

íà ëó÷å (a; +∞), òî ñóùåñòâóåò lim
x→+∞

f(x).

50. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó)
íà èíòåðâàëå (a; b), òî îíà èìååò ïðåäåë â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà?

51. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóåò
lim

x→b−0
f(x).

52. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè.

53. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), èìååò â êàæäîé òî÷êå ýòîãî
èíòåðâàëà ïðåäåë êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà.

Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè - 4

Ñâÿçü ïðåäåëà ôóíêöèè ñ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

54. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê a = 3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(xn), ÷ëåíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x). Âåðíî ëè, ÷òî âñå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(xn) ñõîäÿòñÿ? à) f(x) =

√
x2 − 5; á) f(x) = [x];

â) f(x) =
x2 − 6x+ 9

x2 − 2x− 3
; ã) f(x) =

x2 − 2x− 3

x2 − 6x+ 9
.

55. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
x→a

f(x) = b, òî äëÿ ëþáîé ñõîäÿùåéñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn),

÷ëåíû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x) è îòëè÷íû îò a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(f(xn)) ñõîäèòñÿ ê b.

56. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Äâå ïîñëåäíèå çàäà÷è äîêàçûâàþò êîððåêòíîñòü âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè â
òî÷êå, ïðåäëîæåííîãî íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåíðèõîì Ãåéíå:

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïî Ãåéíå. Ãîâîðÿò, ÷òî lim
x→a

f(x) = b, åñëè äëÿ ëþáîé

ñõîäÿùåéñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xn), ÷ëåíû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
f(x) è îòëè÷íû îò a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f(xn)) ñõîäèòñÿ ê b.

57. Äàéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî Ãåéíå.

58. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ê a ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
(xn), ÷ëåíû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âñå ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f(xn) ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå
ïðåäåëó.

Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïî Ãåéíå óäîáíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïðåäåëîâ.

59. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïî Ãåéíå, àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ.

Êðèòåðèé Êîøè. Ïðåäåë lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∀ε > 0)(∃δ)((0 < |x1 − a| < δ, 0 < |x2 − a| < δ, )⇒ (|f(x1)− f(x2)| < ε))

Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå. Åñëè ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim
x→a

f(x) = A è

lim
x→a

g(x) = B, è ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, â êîòîðîé âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî f(x)6 g(x), òî A6B.

Òåîðåìà "î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ". Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a,
â êîòîðîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ϕ(x)6 f(x)6ψ(x), è lim

x→a
ϕ(x) = lim

x→a
ψ(x) = b, òî

lim
x→a

f(x) ñóùåñòâóåò è ðàâåí b.



Íåïðåðûâíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

60. Äîêàæèòå, ÷òî sinx < x < tg x ïðè 0 < x <
π

2
.

Óêàçàíèå. Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîì êðóãå òî÷êè P0 è Px. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð ê îñè
àáñöèññ PxB è êàñàòåëüíóþ PxA äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ. Ñðàâíèì äëèíó äóãè P0Px

ñ äëèíàìè îòðåçêîâ PxB è PxB.

61. Äîêàæèòå, ÷òî | sinx|6 |x| äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëü-
êî â íóëå.

62. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèÿ: à) y = sinx; á) y = cosx.

63. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè: à) y = tg x; á) y = ctg x; â) y = sin
1

x
.

64. Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→0

sinx

x
= 1.

65. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→0

tg x

x
; á) lim

x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
; â) lim

x→0

sin 5x

x
; ã) lim

x→0

cosx− cos 3x

x2
; ä) lim

x→0

1 − cosx

x2
.

66. Ñäåëàâ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó, âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→1

(
(1− x) · tg πx

2

)
; á) lim

x→π
4

(
tg 2x · tg

(
π

4
− x

))
; â) lim

x→π
3

sin
(
x− π

3

)
1 − 2 cosx

;

Äîìàøíåå çàäàíèå

67. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò íà èíòåðâàëå (a; b) è íå îãðàíè÷åíà íà íåì
ñâåðõó, òî lim

x→b−0
f(x) = +∞.

68. Äîîïðåäåëèòå ôóíêöèþ Êàíòîðà ïî íåïðåðûâíîñòè (ò.å. òàê, ÷òîáû åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
ñòàë îòðåçîê [0; 1], è ôóíêöèÿ áûëà áû íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Íàéäèòå

â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì C(
1

4
).

69. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ïðè x → +∞ ïî Ãåéíå è äîêàæèòå åãî
êîððåêòíîñòü.

70. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ïî Ãåéíå.

71. Ñóùåñòâóåò ëè: à) lim
x→+∞

sinx

x
; á) lim

x→0
(x sin

1

x
)?

72. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→0

(x · ctg 3x); á) lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
; â) lim

x→0

sinx− sin a

x− a
; ã) lim

x→π
4

cos
(
x+

π

4

)
tg x− 1

;

ä) lim
x→0

sin 3x+ sin 7x

cos 4x− cos 6x
; å) lim

x→1
(x2 − 1) ctg πx; æ) lim

x→π
4

cos
(
x+

π

4

)
tg x− ctg x

; ç) lim
x→−2

x+ 2

cos
π

x

.


