
Ïåðâûé çà÷åò ïî òåìå "Ïðåäåë ôóíêöèè"

1. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x) ïðè x→ +∞ è â òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò
èìåòü äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ ïðè x→ +∞. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò èìåòü äâóõ
ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ â òî÷êå.

2. Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ +∞ ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = b òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = b+α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x→ +∞. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëà.

3. Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé â äàííîé òî÷êå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→a

f(x) = b òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = b + α(x), ãäå α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x → a. Äîêàæèòå,
÷òî ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ â äàííîé òî÷êå ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëà.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → +∞ è îãðàíè÷åííîé íà R ôóíêöèé
� áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a è
îãðàíè÷åííîé âáëèçè òî÷êè a ôóíêöèé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ.

5. Îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞ ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿ-

åòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
1

f(x)
áåñêîíå÷íî

ìàëà ïðè x → +∞. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a. Äîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
1

f(x)
áåñêîíå÷íî ìàëà â òî÷êå a.

6. Äîêàæèòå òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû è î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè ïðè x → +∞ è â
òî÷êå a.

7. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäåëå ÷àñòíîãî ôóíêöèè ïðè x→ +∞.

8. Äîêàæèòå òåîðåìó î ïðåäåëå ÷àñòíîãî ôóíêöèè â òî÷êå a.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë,
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèåé. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè x→ +∞ è x→ a.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäåë ïðîèçâåäåíèÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → +∞ ôóíêöèè è ôóíêöèè,
èìåþùåé ïðè x → +∞ êîíå÷íûé íåíóëåâîé ïðåäåë � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x → +∞
ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ôóíêöèÿ.

11. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëàõ ïðè x → +∞ è x → −∞ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (÷àñòíîãî
äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ?

12. Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå óáûâàåò (íå âîçðàñòàåò) è îãðà-
íè÷åíà ñâåðõó (ñíèçó) íà ëó÷å (a; +∞), òî ñóùåñòâóåò lim

x→+∞
f(x). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ,

ìîíîòîííàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), èìååò â êàæäîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà ïðåäåë êàê ñëåâà, òàê
è ñïðàâà.

13. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïðè x → +∞. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî
ôóíêöèÿ f(x) + g(x) ìîæåò èìåòü ëþáîé êîíå÷íûé ïðåäåë, áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé èëè íå
èìåòü ïðåäåëà (íî è íå áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé).

14. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) áåñêîíå÷íî ìàëû ïðè x → +∞. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî

ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
ìîæåò èìåòü ëþáîé êîíå÷íûé ïðåäåë, áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé èëè íå èìåòü

ïðåäåëà (íî è íå áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé).

15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x → +∞, à g(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè
x → +∞. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)g(x) ìîæåò èìåòü ëþáîé êîíå÷íûé
ïðåäåë, áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé èëè íå èìåòü ïðåäåëà (íî è íå áûòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé).


