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Çà÷åò ïî òåìå "Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè"

Òåîðèÿ

1. Îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-
íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàïèñûâàåòñÿ êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé
äðîáüþ. Ñðàâíåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

2. Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî åå âûïîëíèìîñòè íà ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ìíîæå-
ñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà. Òåîðåìà î òî÷íîé
âåðõíåé ãðàíè.

3. Îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Êîððåêòíîñòü îïðåäå-
ëåíèÿ ñóììû.

4. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è ïðåäåëüíîé òî÷êè. Îïðåäåëåíèå ðàñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äî-
êàæèòå, ÷òî lim

n→∞
n
√
n = 1.

5. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåîðåìû î ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé è î ïðîèçâåäåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé è îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Òåîðåìû î ïðå-
äåëå ñóììû, ðàçíîñòè è ïðîèçâåäåíèÿ.

6. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim
n→∞

an, äëÿ |a| > 1 è |a| < 1. Äîêàæèòå ôîðìóëó ñóììû

áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣6 q < 1,

òî lim
n→∞

an = 0.

7. Òåîðåìà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ. Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.

8. Ëåììà Êàíòîðà î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ. Ëåììà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëüíîé òî÷êå.
Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà.

9. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êðèòåðèé Êîøè. Ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà.

10. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

Çàäà÷è

11. Äîêàæèòå ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî lim
n→∞

2n − 10

3n − 7
=

2

3
.

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû (åñëè ýòî âîçìîæíî):
à) íåìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé ïðåäåë;
á) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùåéñÿ ê

√
2

13. Îáÿçàòåëüíî ëè ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ åå ïðåäåëüíîé òî÷êîé? À íàîáîðîò? Ñêîëü-
êî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìîæåò áûòü ó ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

14. Âåðíî ëè, ÷òî:
à) åñëè íåêîòîðûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, òî íèêàêîå ÷èñëî
âíå ýòîãî îòðåçêà íå ìîæåò áûòü ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn;
á) åñëè íåêîòîðûé îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ êîðìóøêîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, òî ó ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè åñòü ïðåäåëüíàÿ òî÷êà;
â) åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
ã) åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè, òî ó íåå íåò ïðåäåëà?

15. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê êîòîðîé åñòü: à) N; á) [0; 1];
â) Q; ã) R?

16. Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàòü áûòü ñõîäÿùåéñÿ, åñëè èçìåíèòü êîíå÷íîå
÷èñëî åå ÷ëåíîâ?



17. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ïîëó÷åíà èç ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ
(âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî èõ ÷èñëà). Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn: à) ñõîäèòüñÿ ê äðóãîìó
ïðåäåëó; á) ðàñõîäèòüñÿ?

18. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn ïîëó÷åíà èç ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an èçìåíåíèåì âñåõ ÷ëåíîâ
ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn: à) ñõîäèòüñÿ ê äðóãîìó ïðåäåëó; á)
ðàñõîäèòüñÿ?

19. Äîêàæèòå, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðå-
äåëó.

20. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, ñõîäÿùàÿñÿ ê a.

21. Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå èìåòü íè íàèáîëüøåãî, íè íàèìåíüøåãî ÷ëåíà?

22. Áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: à) íå ñòðå-
ìÿùåéñÿ íè ê +∞, íè ê −∞, íî ÿâëÿþùåéñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé; á) íåîãðàíè÷åííîé, íî íå
áåñêîíå÷íî áîëüøîé.

23. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, íå ñîäåðæàùàÿ íóëåâûõ ÷ëåíîâ, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1

xn
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

24. Íàéäèòå lim
n→∞

sinn

n
.

25. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷íî ìàëû:

à)
(

n

2n

)
; á)

(
an

n!

)
ïðè âñåõ a > 0 (ôàêòîðèàë ðàñòåò áûñòðåå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè);

â)
(
nk

an

)
ïðè âñåõ k ∈ N è a > 1 (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ðàñòåò áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè).

26. Ïóñòü äëÿ ïî÷òè âñåõ n
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1. à) Îáÿçàòåëüíî ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ?

á) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an èìåòü ïðåäåë, îòëè÷íûé îò íóëÿ?

27. Âû÷èñëèòå: à)

√
2−

√
2−
√
2− . . .; á)

√
3 +

√
3 +
√
3 + . . . .

28. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïðåäåë,
è íàéäèòå åãî.

à) xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, x1 = a > 1. á) xn+1 =

1

3

(
2xn +

a

x2
n

)
.

29. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: x1 = a, xn+1 = xn +
1

xn
. Îãðàíè-

÷åíà ëè îíà?

30. Íàéäèòå lim
n→∞

n
√
10.


