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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � 3

Åùå íåñêîëüêî ñëåäñòâèé èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè

Ðàíåå èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè áûëà ïîëó÷åíà àêñèîìà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ. Åå óòî÷íÿåò
Ëåììà Êàíòîðà î ñòÿãèâàþùèõñÿ îòðåçêàõ. Ïóñòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé åñòü áåñêîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Òîãäà
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì ýòèì îòðåçêàì.

Ëåììà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà î ïðåäåëüíîé òî÷êå. 1) Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. 2) Îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Âåðíî ëè îáðàòíîå?

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Âñÿêàÿ ìîíîòîííàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

Óêàçàíèå. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåóáûâàþùàÿ. Òîãäà ðàññìîòðèì òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü
ìíîæåñòâà ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, íå âû÷èñëÿÿ åãî. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ÷àñòî óäîáíî çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåêêóðåíòíî, ïåðåéòè ê ïðåäåëó è ðåøèòü
ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå.

2. Íàéäèòå îïèñàííûì ñïîñîáîì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: à) xn = qn ïðè 0 < q < 1;
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4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò ïðåäåë,
è íàéäèòå åãî.
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5. Ðàññìîòðèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: x1 = 1, xn+1 = 1 − xn. Îáîçíà÷èì åå ïðåäåë êàê a,

òîãäà a = 1− a, îòêóäà a =
1

2
. Ãäå îøèáêà?

6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: x1 = a, xn+1 = xn +
1

xn
. Îãðàíè-

÷åíà ëè îíà?

7. Íàéäèòå lim
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10. Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà, à çàòåì âîñïîëüçóé-
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8. Íàéäèòå lim
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n. Óêàçàíèå. Óãàäàéòå, ÷åìó ðàâåí ýòîò ïðåäåë, çàòåì âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå

ïðåäåëà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè îíà èìååò îòðåçêè-
ëîâóøêè ñêîëü óãîäíî ìàëîé äëèíû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè
(∀ε > 0)(∃N)(∀k, l > N)(|xk − xl| < ε).

9. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ îïðåäåëåíèé.

10. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

11. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà.

12. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà.

Êðèòåðèé Êîøè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ôóíäàìåíòàëüíà.

13. à) Ìîæåò ëè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå èìåòü
ðàöèîíàëüíîãî ïðåäåëà? á) Ìîæåò ëè ñõîäÿùàÿñÿ ê ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå áûòü ôóíäàìåíòàëüíîé?

14. Äîêàæèòå ðàñõîäèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè.
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17. Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e.
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19. Äîêàæèòå, ÷òî èç âñÿêîé íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâà-
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23. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì: à) an+1 =
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