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Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà

Íàòóðàëüíûå è ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà (ïîâòîðåíèå)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñ÷åòà ïðåäìåòîâ. Ðàöèîíàëüíûå � â ðåçóëüòàòå

ïðàêòè÷åñêèõ èçìåðåíèé âåëè÷èí.

1. Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

2. Êàê ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó òî÷êó íà ïðÿìîé?

3. Ïóñòü âûáðàí îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû. Âåðíî ëè, ÷òî äëèíà ëþáîãî îòðåçêà âûðàæàåòñÿ
ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì?

Ïðåäïîëîæèì âîçìîæíûì èçìåðåíèå ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Åãî ðåçóëüòàò
ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåñÿòè÷íûõ ïðèáëèæåíèé (an)
ïî íåäîñòàòêó. Âìåñòî íåå äîñòàòî÷íî çàïèñàòü îäíó áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü.

4. Êàê çàäàòü áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

5. Ìîæåò ëè â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé ñ âîçðàñòàþùåé òî÷íîñòüþ ïîëó÷èòüñÿ áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷-
íàÿ äðîáü ñ ïåðèîäîì 9?

Îïðåäåëåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a íàçûâàþò áåñêîíå÷íóþ äå-
ñÿòè÷íóþ äðîáü N,n1n2 . . . nk . . ., íå îêàí÷èâàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåâÿòîê, ãäå
N � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íîëü, à n1, n2, . . . , nk, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Îòðèöàòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a íàçûâàþò áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü
−N,n1n2 . . . nk . . ., íå îêàí÷èâàþùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåâÿòîê. ×èñëàN,n1n2 . . . nk . . .
è −N,n1n2 . . . nk . . . íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåñ÷åòíî.

7. Ìîãóò ëè âñå äåñÿòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ïî íåäîñòàòêó,
íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, ñîâïàäàòü?

Ïóñòü an � äåñÿòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà a ïî íåäîñòàòêó ñ òî÷íîñòüþ äî n − ãî çíà-
êà ïîñëå çàïÿòîé. Òîãäà a∗

n = an +
1

10n
� äåñÿòè÷íîå ïðèáëèæåíèå ÷èñëà a ïî èçáûòêó.

Çàìåòèì, ÷òî an 6 a6 a∗
n.

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) íåóáûâàþùàÿ, à (a∗
n) � íåâîçðàñ-

òàþùàÿ.

Ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñðàâíèâàþò ïîðàçðÿäíî. Ëþáîå îòðèöàòåëüíîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî. Íîëü áîëüøå îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë è
ìåíüøå ïîëîæèòåëüíûõ. Èç äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë áîëüøå òî, ïðîòèâîïîëîæíîå êîòî-
ðîìó ìåíüøå.

9. Âåðíî ëè, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî áîëüøå ëþáîãî ñâîåãî ïðèáëèæåíèÿ ïî íåäîñòàòêó?

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè: à) ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè íàéäåòñÿ ðàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî; á) äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ε > 0 è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
k

10n
< ε.

12. Ñóùåñòâóåò ëè: à) íàèáîëüøåå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, 5;
á) íàèáîëüøåå ÷èñëî, ìåíüøåå 1, 5, â çàïèñü êîòîðîãî íå âõîäèò öèôðà 9?

Ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî. Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A, åñëè ëþáîé ýëå-
ìåíò ìíîæåñòâà A íå ïðåâîñõîäèò b.

Çàïèñü: (∀x ∈ A)(x6 b)

Ìíîæåñòâî, èìåþùåå âåðõíþþ ãðàíü, íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ñâåðõó.



13. Çàïèøèòå îïðåäåëåíèå íèæíåé ãðàíè.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî îãðàíè÷åíî è ñâåðõó, è ñíèçó.

14. Êàêèå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè è íèæíèìè ãðàíÿìè ìíîæåñòâà âñåõ äåñÿòè÷íûõ ïðèáëèæåíèé
ïî èçáûòêó ÷èñëà

√
2?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L è R � íåïóñòûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðàñïî-
ëîæåííûì ñïðàâà îò L, åñëè ëþáîé ýëåìåíò R íå ìåíüøå ëþáîãî ýëåìåíòà L.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü L è R � íåïóñòûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. ×èñëî c ðàçäåëÿåò ýòè ìíîæå-
ñòâà, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþL è íèæíåé ãðàíüþR (ò.å. (∀l ∈ L)(∀r ∈ R)(l6 c6 r).

15. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó äâóõ ìíîæåñòâ åñòü ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî, òî îäíî èç ìíîæåñòâ ðàñïîëî-
æåíî ñïðàâà îò äðóãîãî.

16. Ìîæåò ëè ó äâóõ ìíîæåñòâ áûòü ðîâíî: à) 1; á)2; â) 1000 ðàçäåëÿþùèõ ÷èñåë?

17. Ñôîðìóëèðóéòå ñ ïîìîùüþ ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà îïðåäåëåíèå äëèíû îêðóæíîñòè è ïëîùàäè
êðóãà.

18. Ïóñòü L è R � íåïóñòûå ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì R ðàñïîëîæåíî ñïðàâà îò
L. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùåå èõ ðàöèîíàëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî?

Âàæíåéøåå îòëè÷èå ìíîæåñòâ Q è R îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè ìíîæåñòâî R ëåæèò ñïðàâà îò ìíîæåñòâà L, òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ÷èñëî,
ðàçäåëÿþùåå ýòè ìíîæåñòâà.

Ýòîò ôàêò íàçûâàþò àêñèîìîé íåïðåðûâíîñòè, à òàêæå àêñèîìîé ïîëíîòû è àêñèîìîé
îòäåëèìîñòè.

19. Âûõîäèò, ìû äîêàçàëè àêñèîìó?!

20. Ïóñòü L è R � òàêèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ÷òî (∀l ∈ L)(∀r ∈ R)(l < r). Ìîæíî
ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ c, ïðè êîòîðîì l < c < r äëÿ âñåõ l ∈ L è r ∈ R?

Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâî R ëåæèò ñïðàâà îò ìíîæåñòâà L. Äëÿ òîãî ÷òîáû îíè ðàçäåëÿëèñü
ëèøü îäíèì ÷èñëîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè îòðåçêè ñêîëü óãîäíî ìàëîé
äëèíû, ñîäåðæàùèå òî÷êè èç îáîèõ ìíîæåñòâ.

21. Äîêàæèòå êîððåêòíîñòü äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé äëèíû îêðóæíîñòè è ïëîùàäè êðóãà.

22. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
√
2.

Äâà ñëåäñòâèÿ èç àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè

Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ. Ïóñòü íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ [x1; y1]; [x2; y2]; . . . ; [xn; yn]; . . . (ò.å. x1 6x2 6 . . .6xn,
à y1 > y2 > . . .> yn). Òîãäà ïåðåñå÷åíèå âñåõ ýòèõ îòðåçêîâ íåïóñòî.

23. Äîêàæèòå ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ, ïîëüçóÿñü àêñèîìîé íåïðåðûâíîñòè.

24. Âåðåí ëè àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ?

25. Âåðåí ëè ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë? À ïðèíöèï âëî-
æåííûõ èíòåðâàëîâ?

Îïðåäåëåíèå. Íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî òî÷íîé âåðõíåé ãðà-

íüþ è îáîçíà÷àåòñÿ supA (suremum).

Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî è íàçûâàåòñÿ inf A (in�mum).

Òåîðåìà î òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè. Ó âñÿêîãî íåïóñòîãî îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ìíîæåñòâà
åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü.

26. Âåðíà ëè àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë?

27. à) Èìååòñÿ ìíîæåñòâî îòðåçêîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ èìåþò îáùóþ òî÷êó. Ìîæíî ëè óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì? á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ èíòåðâàëîâ.
â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ êðóãîâ íà ïëîñêîñòè. ã) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè,
ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.


