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Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîíÿòèå ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà:

∞∑
k=0

akxk = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 . . .

Ýòî âûðàæåíèå ñëåäóåò ïîíèìàòü èñêëþ÷èòåëüíî, êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ak. Åñëè a � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, òî ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä (ïåðåìåííîé x) ñ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü
ã(x) èëè ïðîñòî ã. Ðÿä ã(x) òàêæå íàçûâàþò ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a.

Àðèôìåòèêà ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Îïðåäåëèì àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ïóñòü a è b �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ã è b̃.

Ñóììîé ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ã è b̃ íàçûâàåòñÿ ðÿä c̃ òàêîé, ÷òî ck = ak + bk.

Ïðîèçâåäåíèåì ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ã è b̃ íàçûâàåòñÿ ðÿä c̃ òàêîé, ÷òî ck = a0bk + a1bk−1 + . . . + akb0. Òàêîå
óìíîæåíèå äëÿ êîíå÷íûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì óìíîæåíèåì.

Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ àññîöèàòèâíû, êîììóòàòèâíû è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äèñòðèáóòèâíîñòüþ.
Îïðåäåëèì äåëåíèå ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ êàê îïåðàöèþ, îáðàòíóþ óìíîæåíèþ. Ïóñòü c̃ = ã : b̃. Òîãäà ak =

b0ck + . . . + bkc0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàöèÿ äåëåíèÿ áûëà îïðåäåëåíà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïåðâûé
íåíóëåâîé ýëåìåíò âñòðå÷àëñÿ â b íå ïîçæå, ÷åì â a. Ïóñòü bm � ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â b. Òîãäà:

c0 =
am

bm
; ck =

am+k − c0bm+k − . . .− ck−1bm+1

bm
.

Ñ äåëåíèåì ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñâÿçàíà çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ èíîãäà ñóììîé áåñêîíå÷íîé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

1
1− x

=
∞∑

k=0

xk = 1 + x + x2 + x3 + . . .

Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïåðåìíîæåíèåì �â ëîá�.
Ïîëåçíîé òàêæå áóäåò îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè (ïîäñòàíîâêè) ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ïîäñòàíîâêîé ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà xb̃(x) â ðÿä ã(x) íàçûâàåòñÿ ðÿä:

c̃(x) = ã(xb̃(x)) = a0 + a1xb̃ + a2x
2b̃2 + . . .

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ñòåïåííûì ðÿäîì, ò.ê. äëÿ ëþáîãî k êîýôôèöèåíò ïðè xk îïðå-
äåëÿåòñÿ ëèøü êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ýòîé ñóììû (ñ a0 ïî akxk b̃k). Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàâëÿòü â ðÿä ã ïðîñòî ðÿä b̃ áåç
ìíîæèòåëÿ x, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ, ò.ê. ïðè ýòîì ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ áåñêîíå÷íûå ñóììû ÷èñåë.

Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Îòâëå÷¼ìñÿ íåìíîãî îò ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ è äîêàæåì ïîëåçíûé ôàêò èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîçâîëÿþùèé
ðàçëîæèòü ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ (îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) â ñóììó áîëåå ïðîñòûõ äðîáåé. Ïóñòü P (x) è Q(x) �
ìíîãî÷ëåíû. Òîãäà âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà. Ïóñòü Q(x) èìååò êîðåíü x0 êðàòíîñòè k. Òîãäà
P (x)
Q(x)

=
A

(x− x0)k
+

P0(x)
Q0(x)

, ãäå Q0(x) · (x− x0) = Q(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.

A

(x− x0)k
+

P0(x)
Q0(x)

=
A Q(x)

(x−x0)k + P0(x)(x− x0)

Q(x)
.

Íàøà çàäà÷à � ïîäîáðàòü ÷èñëî A è ìíîãî÷ëåí P0(x), ÷òîáû ïîëó÷èòü â ÷èñëèòåëå P (x). Ñäåëàåì çàìåíó x = y + x0.
P0(y + x0) = P1(y) � òîæå ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí (P0 ïîëó÷àåòñÿ èç P1 îáðàòíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé). Òîãäà íàì íóæíî
ïîëó÷èòü:

P (y + x0) = P1(y)y + A
Q(y + x0)

yk
.

Òàê êàê
Q(y + x0)

yk
íå èìååò êîðíÿ 0, òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íåíóëåâîé. Ïðè ïîìîùè A ïîëó÷èì ñâîáîäíûé

÷ëåí P (y + x0), ðàâåíñòâî îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ïðè ym, m > 0) ïîëó÷èì, ïîäîáðàâ êîýôôèöèåíòû P1. ×ÒÄ

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå
P (x)
Q(x)

(xi � êîðíè Q(x) êðàòíîñòåé ki):

P (x)
Q(x)

= P0(x) +
a11

x− x1
+ . . . +

a1k1

(x− x1)k1
+ . . . +

ap1

x− xp
+ . . . +

apkp

(x− xp)kp
.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è.



Ïîêàæåì, êàê ïðè ïîìîùè ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Ïóñòü F̃ �
ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Çàìåòèì, ÷òî F̃ (1−x−x2) = 0+1·x (óìíîæåíèå íà x åñòü ñäâèã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

âïðàâî ñ äîáàâëåíèåì íóëÿ íà îñâîáîäèâøååñÿ ìåñòî). Çíà÷èò, F̃ =
x

1− x− x2
. Ðàçëîæèì ýòó äðîáü â ñóììó ïðîñòåéøèõ.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:

x

1− x− x2
=

A

x− x1
+

B

x− x2
,

ãäå x1 = 1
2 (−1 +

√
5), x2 = 1

2 (−1−
√

5).
Ïðèâîäÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷àåì:

−x = A(x− x2) + B(x− x1) = (A + B)x−Ax2 −Bx1.

Ïîýòîìó A = −1−B è B(x1 − x2)− x2 = 0, òî åñòü B = 1
2
√

5
(−1−

√
5). Ñîîòâåòñòâåííî, A = 1

2
√

5
(1−

√
5).

Ïåðåïèøåì åù¼ ðàç âûðàæåíèå äëÿ F̃ :

F̃ =
A

x− x1
+

B

x− x2
= − A

x1

1
1− x

x1

− B

x2

1
1− x

x2

.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷èì:

Fn = − A

x1

(
1
x1

)n

−−B

x1

(
1
x2

)n

.

Ïîñëå íåêîòîðûõ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5
2

)n

−

(
1−
√

5
2

)n)
.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Âàì îòëè÷íî èçâåñòåí áèíîì Íüþòîíà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíà ôîðìóëà:

(1 + x)n = C0
n + C1

nx + C2
nx2 + . . . + Cn

nxn.

Ìîæíî ïåðåïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñ êîýôôèöèåíòàìè Ck
n, k ∈ Z+, îïðåäåëÿåìûìè

ôîðìóëàìè:

C0
n = 1, C1

n = n, Ck+1
n = Ck

n

n− k

k + 1
=

n(n− 1) . . . (n− k)
(k + 1)!

.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ôîðìóëà áèíîìà áóäåò âåðíîé íå òîëüêî ïðè íàòó-
ðàëüíûõ, íî è ïðè öåëûõ è äàæå ðàöèîíàëüíûõ n.

Äîêàæåì ôîðìóëó ñíà÷àëà äëÿ öåëîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè. Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (1+x)−n(1+x) = (1+x)1−n,
òî åñòü ÷òî:

C0
−n = C0

1−n; Ck
−n + Ck−1

−n = Ck
−n+1.

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç îïðåäåëåíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, âòîðîå ñëåäóåò èç ÿâíîé ôîðìóëû
äëÿ Ck

n.
×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó áèíîìà äëÿ ðàöèîíàëüíîé ñòåïåíè, íàäî ðàöèîíàëüíóþ ñòåïåíü ñíà÷àëà îïðåäåëèòü, ÷åì è

çàéì¼ìñÿ.

Êîðåíü èç ôîðìàëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà.

Îïðåäåëèì êîðåíü n-é ñòåïåíè äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì. Êîðíåì ñòåïåíè n ðÿäà ã ñ ïîëîæèòåëü-
íûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ ðÿä b̃ ñ ïîëîæèòåëüíûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì òàêîé, ÷òî b̃n = ã. Îáîçíà÷åíèå: b̃ = ã

1
n .

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü b̃(x) = b0(1 + xc̃(x)). Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé áèíîìà:

b̃(x)n = (b0 + b0xc̃(x))n = bn
0 (1 + xc̃(x))n = bn

0 (1 + C1
nxc̃(x) + . . . + Cn

nxnc̃n(x)) = ã(x).

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c è ÷èñëî b0 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Î÷åâèäíî, b0 = n
√

a0. ×òîáû îïðåäåëèòü ck,
ïîñìîòðèì íà êîýôôèöèåíò ïðè xk+1. Èç ñëàãàåìîãî C1

nxc̃ òóäà âîéä¼ò C1
nck. Èç ñëàãàåìîãî Cm

n xmc̃m òóäà âîéäóò âñåâîç-
ìîæíûå âûðàæåíèÿ âèäà Cm

n ci1 . . . cim
, ãäå i1, . . . im � ðàçáèåíèå ÷èñëà k+1−m íà öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå. Åñëè

ìû çíàåì âñå ci äî (k−1)-ãî âêëþ÷èòåëüíî, òî çíà÷åíèÿ òàêèõ âûðàæåíèé íàì óæå èçâåñòíû. Çíà÷èò, èõ ñóììà Sk èçâåñòíà.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì (îäíîçíà÷íî) îïðåäåëèòü ck =
ak+1
a0
− Sk

C1
n

.


