
Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, êàêîå-òî òàì àïðåëÿ.

Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è

ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.
Ïðîèçâîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ.

Íåêîòîðîå âðåìÿ íàçàä âû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ òàêèì îáúåêòîì, êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî
ýòî òàêîå.

Ïóñòü a � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Å¼ ïðîèçâîäíîé Da íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îïðåäåë¼ííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Da)n = an+1 − an.

Âñïîìíèì òàêæå ñâîéñòâà îïåðàöèè D âçÿòèÿ ïðîèçâîäíîé. Îíà àääèòèâíà (a, b � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè):

D(a+ b) = Da+Db;

è îäíîðîäíà (a � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, λ � ÷èñëî):

D(λa) = λDa.

Ýòè äâà ñâîéñòâà â ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ ñëîâîì ëèíåéíîñòü. Îòîáðàæåíèÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íå òîëüêî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, à ëþáûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå ìîæíî äðóã ñ äðóãîì ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ÷èñëî), îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì
ëèíåéíîñòè, íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ïîçâîëÿåò ââåñòè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíè-
ÿìè îïåðàöèè ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ íåêèì åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Îïåðàöèè íàä ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

Ïóñòü A, B � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ (ñ îäèíàêîâîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ), λ � ÷èñëî, x � ýëåìåíò èç îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ îòîáðàæåíèé.

Ââåä¼ì ñóììó îòîáðàæåíèé:
(A+B)(x) = Ax+Bx;

ìàñøòàáèðîâàíèå îòîáðàæåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ:

(λA)(x) = λ(Ax);

ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé:
(AB)(x) = (A ◦B)(x) = A (B (x)) .

Ëèíåéíîñòü îáåñïå÷èâàåò (ëåâóþ) äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A, B è C � ëèíåéíûå îòîáðà-
æåíèÿ, à α è β � ÷èñëà, òî:

A(αB + βC)(x) = A(αBx+ βCx) = A(αBx) +A(βCx) = αA(Bx) + βA(Cx) = α(AB)x+ β(AC)x = (αAB + βAC)(x).

(Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè B è C ëèøíåå è íóæíî ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû A(B+C) îñòàëîñü ëèíåéíûì.)
Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è ëåâûé ñäâèã.

Ïåðâûì äåëîì ââåä¼ì òðèâèàëüíîå îòîáðàæåíèå I:

Ia = a.

Îíî ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè å¼ ñàìó. Èãðàåò ðîëü åäèíèöû, ò.ê. äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ A âåðíî
IA = AI = A.

Îïåðàöèÿ ëåâîãî ñäâèãà L îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = D + I.

Îíà ñäâèãàåò ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê å¼ íà÷àëó: (La)n = an+1.
Â ýòîé ëåêöèè ìû çàéì¼ìñÿ ïîäðîáíåå ñâîéñòâàìè ëåâîãî ñäâèãà è íàó÷èìñÿ ïîëó÷àòü ôîðìóëû n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíî.

Ìíîãî÷ëåíû ëåâîãî ñäâèãà.

Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí. Åñëè â íåãî âìåñòî ïåðåìåííîé x ïîäñòàâèòü L, à ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìàñøòàáèðîâàòü òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå I, òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí ñäâèãà P (L), ò.å.

P (x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 =⇒ P (L) = anL

n + . . .+ a1L+ a0I.

Ìíîãî÷ëåíû ñäâèãà ìîæíî ïåðåìíîæàòü òàê æå, êàê è îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû, ò.å. P (L)Q(L) = PQ(L). Ýòî ñëåäóåò èç
äèñòðèáóòèâíîñòè L è òîãî, ÷òî I âåä¼ò ñåáÿ ïðè óìíîæåíèè îïåðàöèé òàê æå, êàê è 1 ïðè óìíîæåíèè ÷èñåë (ILk = LkI = Lk,
I2 = I).

Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ ñ àííóëèðóþùèì
ìíîãî÷ëåíîì P (x), åñëè P (L)a = 0 (ïîä 0 ïîíèìàåòñÿ íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ò.å. ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé).

Ïðèìåð.



Ëþáàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ ñ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëå-
íîì x2 − 2x+ 1 (êàæäûé ÷ëåí ðàâåí ïîëóñóììå ñâîèõ ñîñåäåé).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ ñ àííóëèðóþùèì ìíîãî-
÷ëåíîì x2 − x− 1 (êàæäûé ÷ëåí ðàâåí ñóììå äâóõ ïðåäûäóùèõ).

Ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, çàäàííûìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, èíîãäà íå î÷åíü ïðîñòî îáùàòüñÿ � ìû íå çíà-
åì, êàê âûãëÿäèò ïðîèçâîëüíûé ÷ëåí òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ëèíåéíî, ìû
íàó÷èìñÿ ïîëó÷àòü ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷ëåíà.

Ïóñòü íàì äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a è ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîé, ÷òî P(L)a = 0. Íàøà çàäà÷à � óçíàòü, ÷åìó ðàâíî an ïðè
ëþáîì n. Äëÿ ýòîãî íàì äîñòàòî÷íî óçíàòü íóëåâîé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Lna.

Âñïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ìîæíî äåëèòü äðóã íà äðóãà ñ îñòàòêîì. Ïóñòü ïðè äåëåíèè xn íà P (x) ïîëó÷èòñÿ íåïîëíîå
÷àñòíîåM(x) è îñòàòîêR(x), ò.å. xn = M(x)P (x)+R(x). Ïîñìîòðèì, ÷òî áóäåò, åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå
Lna:

Lna = (M(L)P (L) +R(L))a = M(L)P (L)a+R(L)a.

Íî P (L)a = 0, ïîýòîìó Lna = R(L)a. Ïîýòîìó íàøà çàäà÷à � íàéòè îñòàòîê ïðè äåëåíèè xn íà P (x). Â ñëó÷àå îñòóñòâèÿ
ó P (x) êðàòíûõ êîðíåé äåëàåòñÿ ýòî î÷åíü ïðîñòî.

Ïóñòü âñå êîðíè x1, . . .xk ìíîãî÷ëåíà P (x) ðàçëè÷íû. Òîãäà R(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå k − 1, ñîâïàäàþùèé ñ
xn â êîðíÿõ P (x). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ R(x) ìîæíî íàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

R(x1) = xn
1 ;

. . .

R(xk) = xn
k .

è ðåøèòü å¼. Ìîæíî åù¼, íàïðèìåð, âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Ëàãðàíæà äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðàÿ
åñòü, ïî ñóòè, ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû åäèíñòâåííî è óäîâëåòâîðÿåò òåì æå
óñëîâèÿì, ÷òî è îñòàòîê ïðè äåëåíèè xn íà P (x), îíî ñîâïàäàåò ñ ýòèì îñòàòêîì.

Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé.

Áîëåå òðóäåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëó÷àé, êîãäà ó ìíîãî÷ëåíà P (x) åñòü êðàòíûå êîðíè. Ïîêàæåì, êàê äëÿ êîðíÿ x0

êðàòíîñòè k ïîëó÷èòü k óðàâåíåíèé íà êîýôôèöèåíòû R(x). Íàïèøåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó P (x) è R(x):

xn = M(x)P (x) +R(x) = (x− x0)kM(x)P̃ (x) +R(x).

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé x = y + x0:

yn + . . .+ Cl
ny

lxn−l
0 + . . .+ xn

0 = ykM(x)P̃ (x) +R(y + x0).

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâà âñå îäíî÷ëåíû ñòåïåíè íèæå k îòíîñÿòñÿ ê R(y+x0). Êîýôôèöèåíòû â ýòèõ îäíî÷ëåíûõ, èñõîäÿ èç
âèäà ëåâîé ÷àñòè, äîëæíû áûòü ðàâíû Cl

n, l = 0, k − 1. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè k óðàâåíèé íà êîýôôèöèåíòû R(x).
Íàïèøåì òàêèå óðàâíåíèÿ äëÿ âñåõ êîðíåé P (x). Èõ áóäåò êàê ðàç ñòîëüêî, ñêîëüêî â R(x) íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû åäèíñòâåííî (è òåì ñàìûì äîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà çàäà¼ò èìåííî îñòàòîê).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ìíîãî÷ëåí R0(x). Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(x) íàñòîÿùèé îñòàòîê

ïðè äåëåíèè xn íà P (x). Êîðíè P (x) îáîçíà÷èì xi, èõ êðàòíîñòè � ki. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç MkR ñóììó ìëàäøèõ k
îäíî÷ëåíîâ ìíîãî÷ëåíà R (âñå îäíî÷ëåíû ñòåïåíè íèæå k). Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ R0(x) âûãëÿäèò òàê:

Mk1R0(y + x1) = Ck1−1
n yk1−1xn−k1+1

1 + . . .+ xn
1 ;

. . .

MkpR0(y + xp) = Ckp−1
n ykp−1xn−kp+1

p + . . .+ xn
p .

Îñòàòîê R(x) óäîâëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîé ñèñòåìà óðàâíåíèé. Âû÷òåì èç îäíîé ñèñòåìû äðóãóþ. Ñèñòåìà ðàçíîñòåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé èìååò âèä: 

Mk1 [R0(y + x1)−R(y + x1)] = 0;
. . .

Mkp [R0(y + xp)−R(y + xp)] = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî 0 + xi ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè ki ìíîãî÷ëåíà R0 − R. Òî åñòü, ó R0 − R ñ ó÷¼òîì
êðàòíîñòåé êîðíåé íà 1 áîëüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòåïåíü R0 −R. Çíà÷èò, R0 −R = 0.

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ âûøåèçëîæåííîé òåîðèè.

Ñïåðâà ïîëó÷èì ôîðìóëó n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è. Àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí:

P (x) = x2 − x− 1 =

(
x− 1 +

√
5

2

)(
x− 1−

√
5

2

)
.

Îáîçíà÷èì x1 =
1 +
√

5
2

, x2 =
1−
√

5
2

.

Îñòàòîê ïðè äåëåíèè xn íà P (x) ðàâåí ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà:

xn
1

x− x2

x1 − x2
− xn

2

x− x1

x1 − x2
= x

xn
1 − xn

2

x1 − x2
− x1x2

xn−1
1 − xn−1

2

x1 − x2
.



Òî åñòü, äëÿ n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Fn âåðíî:

Fn = F1
xn

1 − xn
2

x1 − x2
+ F0x1x2

xn−1
1 − xn−1

2

x1 − x2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F0 = 0, F1 = 1, à x1 − x2 =
√

5, ïîëó÷àåì:

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5
2

)n

−

(
1−
√

5
2

)n)
.

Òåïåðü ïîëó÷èì ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè A ñ ïåðâûì ÷ëåíîì A1 è ðàçíîñòüþ d. Àííóëèðóþùèé
ìíîãî÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí P (x) = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2.

Äëÿ îñòàòêà R(x) = ax+ b ïðè äåëåíèè xn íà P (x) èìååì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

a(y + 1) + b = 1n + C1
n1n−1y.

Îòñþäà ïîëó÷àåì a = C1
n = n, b = 1− n.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷ëåíà An èìååì:

An = nA1 + (1− n)(A1 − d) = A1 + (n− 1)d.

Ýòî ìû è äîëæíû áûëè ïîëó÷èòü.


