
Ãèìíàçèÿ 1543, 9-Â êëàññ, 13 ìàðòà.

Òîïîëîãèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Íåïðåðûâíîñòü äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.

Óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü A è B � äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ïóñòü ïðè ýòîì ëþáàÿ òî÷êà A íå
ïðåâîñõîäèò íè îäíó èç òî÷åê B (ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ëåæèò ëåâåå ìíîæåñòâà B). Òîãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáûõ a ∈ A, b ∈ B âûïîëíåíî a 6 c 6 b (ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà c ðàçäåëÿåò A è B).

Âûøåèçëîæåííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé íåïðåðûâíîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îíî îòëè÷àåò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, îò ðàöèîíàëüíûõ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå
åãî ñëåäñòâèÿ.

Òåîðåìà. (Ïðèíöèï Àðõèìåäà)
Ïóñòü a è b � äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî an > b.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ïàðû a, b ïðèíöèï Àðõèìåäà íå âûïîëíåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N an 6 b.

Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå: n 6
b

a
. Ïóñòü A = N, B � ìíîæåñòâî ÷èñåë, íå ìåíüøèõ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

A, î÷åâèäíî, íåïóñòî. B íåïóñòî, òàê êàê ñîäåðæèò
b

a
. Çíà÷èò åñòü ÷èñëî c, ðàçäåëÿþùåå N è B. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå, íàïðèìåð, (c− 1). Ïðèáàâèì ê ýòîìó ÷èñëó 1. Ïîëó÷èì òîæå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óæå áîëüøåå
c. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà. (Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ)

Ïóñòü Xi = [ai, bi], i ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ îòðåçêîâ (Xi+1 ⊂ Xi). Òîãäà
∞
∩

i=1
Xi íåïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà A âîçüì¼ì ìíîæåñòâî ëåâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ, â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà B âîçüì¼ì
ìíîæåñòâî ïðàâûõ êîíöîâ îòðåçêîâ. Ðàçäåëÿþùåå èõ ÷èñëî c áóäåò îáùèì äëÿ âñåõ îòðåçêîâ Xi.

Òåîðåìà. (Î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîé ãðàíè)
Ïóñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî B îãðàíè÷åíî ñíèçó. Òîãäà ìíîæåñòâî A âñåõ ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ B ñíèçó, èìååò íàè-

áîëüøèé ýëåìåíò (òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëó÷èì èç ïðèíöèïà âëîæåííûõ îòðåçêîâ è ïðèíöèïà Àðõèìåäà. X1 âîçüì¼ì òàê, ÷òîáû ëåâûé êîíåö

ïðèíàäëåæàë A, à ïðàâûé � B. Xk+1 ïîëó÷èì èç Xk äåëåíèåì åãî ïîïîëàì, âçÿâ ñåðåäèíó Xk ëåâûì èëè ïðàâûì êîíöîì

Xk+1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðèíàäëåæèò ëè îíà A èëè íåò. Ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ, |Xk| =
|X1|
2k−1

. Îíà èìååò

îáùóþ òî÷êó, åäèíñòâåííóþ ïî ïðèíöèïó Àðõèìåäà. Ýòà òî÷êà, î÷åâèäíî, è áóäåò òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü è äîêàçûâàåòñÿ å¼ ñóùåñòâîâàíèå. Ïîíÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé
è íèæíåé ãðàíè íîñÿò ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ: ñóïðåìóì (sup) è èíôèìóì (inf).

Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, åñëè ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé ãðàíè.
Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî íèæíèõ ãðàíåé B ñîäåðæèò A, ïîýòîìó òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü A ðàçäåëÿåò A è B. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîëó÷èëè:

Óòâåðæäåíèå.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ýêâèâàëåíòíû:
1) Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè;
2) Ïðèíöèï Àðõèìåäà è ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ;
3) Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîé ãðàíè.

Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé.

Íà÷í¼ì ñ î÷åíü âàæíîãî îïðåäåëåíèÿ: îêðåñòíîñòüþ ÷èñëà x ðàäèóñà ε > 0 (èëè ε-îêðåñòíîñòüþ) íàçîâ¼ì èíòåðâàë
(x− ε, x + ε). Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü òàêîé æå èíòåðâàë, òîëüêî áåç ñàìîé òî÷êè x.

Ïóñòü A ∈ R � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x � âíóòðåííÿÿ òî÷êà

ìíîæåñòâà A, åñëè íåêîòîðàÿ å¼ îêðåñòíîñòü ïîëíîñòüþ ëåæèò â A. Åñëè íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x âîîáùå íå ïåðåñå-
êàåòñÿ ñ A, òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà A. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

ìíîæåñòâà A.

Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [−1, 1]. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî |x| < 1, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü,
íàïðèìåð, (1 − |x|)-îêðåñòíîñòü). Ëþáàÿ òî÷êà x, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó |x| > 1, áóäåò âíåøíåé. À âîò −1 è 1 íè ê
òîìó, íè ê äðóãîìó òèïó íå îòíîñÿòñÿ. Ëþáàÿ èõ îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò òî÷êè îòðåçêà, íî íå ëåæèò â í¼ì ïîëíîñòüþ.

Îáîçíà÷åíèÿ.

Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî âíóòðåííîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ Int A.
Ìíîæåñòâî âíåøíèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî âíåøíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ Ext A.
Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ åãî ãðàíèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ ∂A.
Îáúåäèíåíèå Int A è ∂A íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì A è îáîçíà÷àåòñÿ Ā.

Íåêîòîðûå ìíîæåñòâà íå ñîäåðæàò íè îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè (ñîâïàäàåò ñî ñâîåé âíóòðåííîñòüþ). Òàêèå ìíîæåñòâà
íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè. Åñòü è äðóãàÿ êðàéíîñòü: ìíîæåñòâî ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè (ñîâïàäàåò ñî ñâîèì
çàìûêàíèåì). Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì.

Ïðèìåð.

Èíòåðâàë (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì íå çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Îòðåçîê [−1, 1] ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì íå îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.



Ïîëóèíòåðâàë [−1, 1) íå ÿâëÿåòñÿ íè çàìêíóòûì, íè îòêðûòûì.
Ïðÿìàÿ R è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿþòñÿ (åäèíñòâåííûìè) îòêðûòîçàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè.

Åñòü è äðóãàÿ íå ìåíåå ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà A: âíåøíèå, ïðåäåëü-
íûå è èçîëèðîâàííûå òî÷êè.

Òî÷êà x ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè êàêàÿ-òî èç å¼ ïðîêîëîòûõ îêðåñòíîñòåé ñ A íå ïåðåñåêàåòñÿ.
Åñëè æå ëþáàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòîñòü òî÷êè x (óæå íå îáÿçÿòåëüíî ïðèíàäëåæàùåé A) ïåðåñåêàåòñÿ ñ A, òî òî÷êà x

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà A.

Ïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A = [−1, 0) ∪ {1}. Êëàññèôèöèðóåì òî÷êè ïðÿìîé îòíîñèòåëüíî A.
Ext A = (−∞,−1) ∪ (0, 1) ∪ (1, +∞).
Int A = (−1, 0).
∂A = {−1, 0, 1}.
Ïðåäåëüíûå äëÿ A òî÷êè: [−1, 0].
Èçîëèðîâàííûå òî÷êè: 1.

Òåîðåìà. (Îñíîâíîå ñâîéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ)
Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñèñòåìû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî. Ïåðåñå÷åíèå ëþáîé êîíå÷íîé ñèñòåìû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ

îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðî ïåðåñå÷åíèå òðèâèàëüíî: ëþáàÿ îáùàÿ òî÷êà ñèñòåìû, âíóòðåííÿÿ äëÿ êàæäîãî èç
ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñèñòåìû (äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ åñòü îêðåñòíîñòü, ëåæàùàÿ â í¼ì;
îêðåñòíîñòü ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè). Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê âñå ìíîæåñòâà îòêðûòû, òî ëþáàÿ èõ
îáùàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ ñèñòåìû. Çíà÷èò, âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííèå äëÿ ýòîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Óòâåðæäåíèå ïðî îáúåäèíåíèå íå ìåíåå òðèâèàëüíî: ëþáàÿ òî÷êà îáúåäèíåíèÿ åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà îäíîãî èç ìíîæåñòâ
ñèñòåìû. Ó íå¼ åñòü îêðåñòíîñòü, ëåæàùàÿ öåëèêîì â ýòîì ìíîæåñòâå, à, ñëåäîâàòåëüíî, è â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ ñèñòåìû.


