
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 1 ÍÁÒÔÁ 2010 ÇÏÄÁ.

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÐÉÓÏË �6. óÒÏË ÓÄÁÞÉ ÄÏ 31 ÍÁÒÔÁ.

1) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÓÕÔÏË × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ËÁÆÅ ÂÙÌÉ ÐÏÓÅÔÉÔÅÌÉ. ëÁÖÄÙÊ ÐÏ-
ÓÅÔÉÔÅÌØ ÂÙÌ × ËÁÆÅ ×ÓÅÇÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ ÔÁÍ ÍÅÎØÛÅ ÞÁÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ 12
ÐÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ × ËÁÆÅ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÅÈ, ËÔÏ ÂÙÌ × ËÁÆÅ × 1.00, 3.00, 5.00 . . . 23.00.

2) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {8x} = {15x}, ÔÏ {26x} = {75x}. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ {a} | ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉ-
ÓÌÁ a, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ a É ÅÇÏ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍ a.)

äÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÃÅÌÁÑ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ,
ÞÔÏ 7x ∈ Z, Á ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÁÄÏ, ÞÔÏ 49x ∈ Z. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

3) äÁÎÙ ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ. úÁÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÈ
ÜÔÉÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Ó ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ×
ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ× ÏÔÍÅÔÉÍ ËÏÒÅÎØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÓÑ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÒÉ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÒÅÎØ ÓÕÍÍÙ ×ÓÅÈ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏ×. îÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ ×ÔÏÒÏÊ, É ÔÒÉ ËÏÒÎÑ Õ ÎÅ£ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ.

4) ôÏÞËÉ E, F , K, M - ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AB, CD, AD, AK × ×ÙÐÕËÌÏÍ ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÉËÅ ABCD, ÐÒÑÍÙÅ AF , CM , BK, DE ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ BOFC ÒÁ×ÎÁ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD.

÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÐÒÉ£ÍÙ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÂÝÅÊ
×ÙÓÏÔÏÊ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÏÂÝÉÍ ÕÇÌÏÍ ÒÁ×ÎÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÕÇÏÌ ÓÔÏÒÏÎ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ SAOM = SKOM = 1,
SKOD = 2. äÁÌÅÅ ÎÁÊÄ£Í SAOE = SBOE . äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ SAOE = SBOE = X É ÚÁÐÉÛÅÍ
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ EO

OD = X
4 É BO

OK = 2X
2 . ôÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ EO

OD · BOOK = SBOE
SKOD = X

2 . ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÓÀÄÁ Ä×Á
ÐÅÒ×ÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ X = 2. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄ£Í, ÞÔÏ SDOF = SFOC = 6.
îÁËÏÎÅÃ, SBOC

SMOK = BO
OK · COOM = 2

1 · 6
1 , ÏÔËÕÄÁ SBOC = 8. äÁÌÅÅ ×Ó£ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

5) ÷ ËÏÍÎÁÔÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ n ÞÅÌÏ×ÅË. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÒÙÃÁÒØ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÐÒÁ×ÄÕ, ÌÉÂÏ
ÌÖÅÃ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅÇÄÁ ÌÖ£Ô. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ËÏÍÎÁÔÅ ÓËÁÚÁÌ: "÷ ÜÔÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ k1 ÌÖÅÃÏ×", ×ÔÏÒÏÊ:
"÷ ÜÔÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ k2 ÌÖÅÃÏ×", . . . , n-ÙÊ: "÷ ÜÔÏÊ ËÏÍÎÁÔÅ kn ÌÖÅÃÏ×". éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ k1, . . . , kn ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ n. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÈ ÓÕÍÍÙ?

ïÔ×ÅÔ: n2 − 1. åÓÌÉ × ËÏÍÎÁÔÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ l ÌÖÅÃÏ×, l < n, ÔÏ ×ÓÅ n − l ÒÙÃÁÒÅÊ ÄÁÄÕÔ ÏÔ×ÅÔ "l",
Á ×ÓÅ ÌÖÅÃÙ ÓÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ "n" (Á ÂÏÌØÛÅ | ÎÅ ÓÍÏÇÕÔ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ×ÓÅÍÉ ÞÉÓÅÌ ÎÅ
ÐÒÅ×ÙÓÉÔ (n − 1)l + ln = 2ln − l2 (ÐÒÉÞ£Í ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÖÉÍ). üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ l
ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [0 ; n− 1], Á ÐÏÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÒÉ l = n− 1 É ÒÁ×ÎÏ n2− 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ l = n
ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÓÉÔ n(n− 1), ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n2 − 1.

6) ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ Ä×ÕÈËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÎÁÂÒÁÌÉ ÐÏÒÏ×ÎÕ
ÏÞËÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÅÒÖÁÌÉ ÐÏÒÏ×ÎÕ ÐÏÂÅÄ ÂÅÌÙÍÉ. (ìÀÂÙÅ Ä×Á
ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ÓÙÇÒÁÌÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÐÏ Ä×Å ÐÁÒÔÉÉ: ËÁÖÄÙÊ ÏÄÎÕ ÐÁÒÔÉÀ ÂÅÌÙÍÉ, Á ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÒÎÙÍÉ. îÁÐÏ-
ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁ ÐÏÂÅÄÕ × ÛÁÈÍÁÔÁÈ ÄÁÀÔ 1 ÏÞËÏ, ÚÁ ÎÉÞØÀ { ÐÏÌ-ÏÞËÁ, ÚÁ ÐÏÒÁÖÅÎÉÅ { 0.)

åÓÌÉ ÉÇÒÏËÏ× ÂÙÌÏ n, ÔÏ ÉÇÒÏ×ÙÈ ÐÁÒ ÂÙÌÏ n(n−1)
2 . ëÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ÚÁ Ä×Å ÉÇÒÙ ÒÁÚÙÇÒÁÌÁ 2 ÏÞËÁ, ÔÁË ÞÔÏ

ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× ÒÁ×ÎÏ n(n− 1), Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÎÁÂÒÁÌÉ ÐÏÒÏ×ÎÕ, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ (n− 1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ×ÅÒÎÏ. åÓÌÉ Õ ×ÓÅÈ ÐÏÂÅÄ ÂÅÌÙÍÉ ÂÙÌÏ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÐÏÂÅÄ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ n − 1, ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÔÁËÉÈ ÐÏÂÅÄ ÂÙÌÏ n − 1,
Õ ÄÒÕÇÏÇÏ n − 2, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, Õ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ 0 | ÉÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÎÅÔ. ïÄÎÁËÏ ÐÅÒ×ÙÊ, ×ÙÉÇÒÁ×ÛÉÊ
ÂÅÌÙÍÉ Õ ×ÓÅÈ, Þ£ÒÎÙÍÉ ×ÓÅÍ ÐÒÏÉÇÒÁÌ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÇÒÁÌ Ó ÎÉÍ ÂÅÌÙÍÉ. îÏ
ÜÔÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÂÅÌÙÍÉ ÎÅ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÌ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

1



7) îÁÐÉÛÉÔÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÕÀ ÄÒÏÂØ, ÒÁ×ÎÕÀ 12345678:::87654321
123456789:::987654321 . (÷ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ 2000 ×ÏÓØÍ£ÒÏË, × ÚÎÁÍÅÎÁ-

ÔÅÌÅ 1999 ÄÅ×ÑÔÏË.)
ÏÔ×ÅÔ: 11111111

111111111 . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÕÀ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ) ÄÒÏÂØ A
B ÎÕÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÎÁ

îïä(A;B). åÓÌÉ D = îïä(A;B), ÔÏ (B − A)
...D. ðÒÉ ÜÔÏÍ B − A = 111 : : : 100000000, ÇÄÅ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÃ ÒÁ×ÎÏ 2007. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ A É B ÎÅ ËÒÁÔÎÙ ÎÉ Ä×ÏÊËÅ, ÎÉ ÐÑÔ£ÒËÅ, Á ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ D
ÄÅÌÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ E = 111 : : : 1 (2007 ÅÄÉÎÉÃ). îÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É A É B ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ E, ÔÏ ÅÓÔØ E 6 D,

ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ E
...D, ÔÁË ÞÔÏ E = D. ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ (ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ × ÓÔÏÌÂÉË), ÐÏÌÕÞÉÍ

ÏÔ×ÅÔ.

8) íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ËÌÅÔËÁÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ
ÓÏÓÅÄÎÉÈ (ÉÍÅÀÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ) ËÌÅÔÏË ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÁÒÙ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË ÔÁËÏÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ?

îÅÔ, ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ × ÓÏÓÅÄÎÅÊ ËÌÅÔËÅ, ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÉÚ ÎÅ£ ÔÕÄÁ
ÓÔÒÅÌÏÞËÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B { ËÌÅÔËÁ, ÓÏÓÅÄÎÑÑ ÄÌÑ ËÌÅÔÏË A É C, Á ÓÁÍÉ A É C ÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ
ÌÉÂÏ ÉÚ A É C × B ×ÅÄÕÔ ÓÔÒÅÌËÉ, ÌÉÂÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÉÚ B ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ × A É C. éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ
×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÅ Õ ËÒÁÑ ÌÉÂÏ "ÉÓÔÏÞÎÉË" (ÉÚ ÎÅ£ ×ÓÅ ÓÔÒÅÌËÉ ×ÙÈÏÄÑÔ), ÌÉÂÏ "ÓÔÏË".
åÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, c4 { ÉÓÔÏÞÎÉË, ÔÏ c5 { ÓÔÏË, Á ÔÏÇÄÁ d5 É ÉÓÔÏÞÎÉË É ÓÔÏË ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.

9) ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ABCD ×ÐÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. îÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ K É ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÈÏÒÄÁ
EF Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ K. ôÏÞËÁ M | ÐÒÏÅËÃÉÑ A ÎÁ BE, ÔÏÞËÁ N | ÐÒÏÅËÃÉÑ C ÎÁ DF . äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ K ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ MN .

ïÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ AT ÎÁ BF É CL ÎÁ ED. ôÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË {M;T;K} É {N;L;K} ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ
ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÑÍÏÊ óÉÍÓÏÎÁ. þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ ÔÏÞÅË {L; T;K} ÔÁËÖÅ
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ \LKA = \LEC = \TFA = \TKA =. úÄÅÓØ ËÒÁÊÎÉÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ×ÐÉÓÁÎÎÏÓÔÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× LECK É ATKF , ÓÒÅÄÎÅÅ | ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÕÇ
CD É AB. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÖÅ \LKA = \TKA = É ÄÁ£Ô ÎÕÖÎÕÀ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔØ.

10) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ a É b ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1
a+b + 1

a + 1
b > 5

2
√
ab .

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a + b = S,
√
ab = P . îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: 1

S + S
P2 > 5

2P . ðÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÐÏÌÕÞÁÅÍ P2+S2

PS > 5
2 , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 2P 2−5PS+2S2 > 0. üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ (S−2P )(2S−

P ) > 0. é ÜÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï, ÔÁË ËÁË S > 2P ÅÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÓÒÅÄÎÉÈ, Á 2S > P ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

11) ÷ÙÓÏÔÙ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ H. ôÏÞËÉ M
É N { ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× BC É AH ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ MN Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÕÇÌÏ× ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A ÒÁ×ÎÏ AH.

ïÐÕÓÔÉÍ ÉÚ H ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ HF ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ A É HE | ÎÁ ÂÉÓÓÅË-
ÔÒÉÓÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ E É F ÌÅÖÁÔ ÎÁ MN , ÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ FAEH. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÑÍÕÀ l | ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ B′C′, ÇÄÅ B′ É C′ | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
MB′ = MC′ = BC

2 , ÐÏÜÔÏÍÕ M ∈ l. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÎÁ AH ËÁË ÎÁ
ÄÉÁÍÅÔÒÅ. ÷ ÎÅ£ ×ÐÉÓÁÎ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË AFC′HEB′. ðÏÜÔÏÍÕ NB′ = NC′ ËÁË ÒÁÄÉÕÓÙ, É N ∈ l.
ôÏÞËÉ ÖÅ E É F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÄÕÇ C′B′ É B′C′, ÐÏÜÔÏÍÕ EB′ = EC′ É FB′ = FC′, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÔÏÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ l, Á ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

12) îÁ ÆÅÓÔÉ×ÁÌØ ×ÏÅÎÎÏ-ÍÏÒÓËÏÊ ÐÅÓÎÉ ÐÒÉÅÈÁÌÉ ÈÏÒÙ ÉÚ 100 ÓÔÒÁÎ. ëÁÖÄÙÊ ÈÏÒ ÉÓÐÏÌÎÑÅÔ ÔÒÉ ÐÅÓÎÉ
É ÓÒÁÚÕ ÕÅÚÖÁÅÔ ÄÏÍÏÊ. ïÚÎÁËÏÍÉ×ÛÉÓØ Ó ÔÅËÓÔÁÍÉ ÐÅÓÅÎ, ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÐÅÓÎÑ
ÏÓËÏÒÂÉÔÅÌØÎÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÁÎ-ÕÞÁÓÔÎÉÃ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÚÎÁÞÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ×ÙÓÔÕÐÌÅÎÉÊ
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÏÍÕ ÎÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ ×ÙÓÌÕÛÉ×ÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÔÒ£È ÏÓËÏÒÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÔÒÁÎÙ
ÐÅÓÅÎ.

òÅÛÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n | ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÁÎ. âÁÚÁ n = 1 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ n = k ÍÏÖÎÏ
ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ËÏÎÃÅÒÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n = k + 1 ÈÏÒÏ×. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÓÅÎ 3(k + 1). åÓÌÉ ×ÓÅ
ÈÏÒÙ ÏÓËÏÒÂÌÑÌÉÓØ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÐÏ 3 ÒÁÚÁ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓËÏÒÂÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÓÅÎ ÐÒÅ×ÙÓÉÌÏ ÂÙ 3(k+ 1).
îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÚÎÁÞÉÔ ÅÓÔØ ÈÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓËÏÒÂÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÒÁÚ. ðÕÓÔØ ÏÎ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ,
Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k ÈÏÒÏ× ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ËÏÎÃÅÒÔ
ÐÒÏÊÄ£Ô ÈÏÒÏÛÏ.
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13) îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ n! + 3n2 { Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
ïÔ×ÅÔ: n = 1. ðÒÏ×ÅÒËÁ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× n < 6 ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ n = 1 ÕÓÌÏ×ÉÅ ×ÙÐÏÌÎÉÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ n > 5. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3, ÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ n!
... 9) ÞÉÓÌÏ n! + 3n2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

3, ÎÏ ÎÅ ÎÁ 9, Á ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ Ë×ÁÄÒÁÔ. åÓÌÉ ÖÅ n
... 3, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ n = 3l ·m, ÇÄÅ m ÎÅ ËÒÁÔÎÏ ÔÒ£Í.

ôÏÇÄÁ 3n2 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 32l+1, É ÅÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ n! ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Â�ÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ 3, ÔÏ n! + 3n2

ÂÕÄÅÔ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 32l+1, Á ÎÁ 32l ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. ÷ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
n! = 1 · 2 · 3 · · · · · n ×ÈÏÄÑÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÞÉÓÌÁ 3, 6, . . . , n, ËÒÁÔÎÙÅ ÔÒ£Í, ×ÓÅÇÏ ÉÈ 3l−1 ·m, ÔÁË ÞÔÏ
ÔÒÏÅË × n! ÚÁ×ÅÄÏÍÏ È×ÁÔÉÔ, ÅÓÌÉ 3l−1 ·m > 2l + 1, ÞÔÏ ÐÒÉ l > 2 ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁË. åÓÌÉ l = 2, ÔÏ ÅÓÔØ
n = 9m, ÔÏ × ÞÉÓÌÅ (9m)! ÎÕÖÎÏ �ÎÁÓËÒÅÓÔÉ� 6 ÔÒÏÅË, ÞÔÏ ÐÒÉ m > 1, ÔÏ ÅÓÔØ n > 18 ×ÐÏÌÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ.
óÌÕÞÁÊ ÖÅ m = 1 (n = 9) ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÒÕËÁÍÉ É ÏÔÍÅÔÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ l = 1, ÔÏ ÅÓÔØ n = 3m, ÔÏ × ÞÉÓÌÅ
(3m)! ÎÕÖÎÏ �ÎÁÓËÒÅÓÔÉ� 4 ÔÒÏÊËÉ, ÞÔÏ ÐÒÉ m > 3 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÓÌÕÞÁÊ m = 3 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÓÌÕÞÁÊ ÖÅ
m = 2 (ÔÏ ÅÓÔØ, n = 6) ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ É ÏÔÍÅÔÁÅÔÓÑ.

14) ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ∠B = 30◦, ∠C = 20◦. ôÏÞËÉ D É E ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É AC ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ AC = DC, EC = BD. îÁÊÄÉÔÅ ∠EBC.

A

B CD

M

K

H

L
T

E

ïÔ×ÅÔ: \EBC = 10◦. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË MBC. îÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ MB, BC É
CM ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ K, D É L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ \MCK = \BMD = \CBL = 20◦.(îÁ ÒÉÓÕÎËÅ
ÄÕÖËÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÕÇÌÙ ÐÏ 20◦.) ðÒÏ×ÅÄ£Í ÔÁËÖÅ ×ÙÓÏÔÕ BH. ðÕÓÔØ A = BH ∩ MD. ñÓÎÏ, ÞÔÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BMA É BCA ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BH É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ \BCA = 20◦.
üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÔ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ (ÏÎ
×ÙÄÅÌÅÎ ÚÅÌ£ÎÙÍ Ã×ÅÔÏÍ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ \CAD = \CDA = 80◦, Á ÐÏÜÔÏÍÕ
CA = CD, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ D ÔÁËÖÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÐÏÍÑÎÕÔÁ × ÕÓÌÏ×ÉÉ. ðÕÓÔØ T = AL ∩ CK.
ôÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ BMD É CBL ÒÁ×ÎÙ (ÓÏ×ÍÅÝÁÀÔÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 120◦ ×ÏËÒÕÇ ÃÅÎÔÒÁ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ MBC), ÐÏÜÔÏÍÕ BD = CL. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ AC ÔÏÞËÕ E, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ
× ÕÓÌÏ×ÉÉ: ÔÁË, ÞÔÏÂÙ CE = BD. ÷ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ CE = CL, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ
\ECT = \LCT = 20◦, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ECT É LCT ÒÁ×ÎÙ ÐÏ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÐÒÉÚÎÁËÕ (ÏÎÉ ÐÏÄËÒÁÛÅÎÙ ÎÁ
ÒÉÓÕÎËÅ). úÎÁÞÉÔ, \LTC = 60◦ = \ETC. á ÔÏÇÄÁ É \BTE = 60◦. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ TE É CE |
ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ BTC, Á ÔÏÇÄÁ E | ÅÇÏ ÉÎÃÅÎÔÒ, ÐÏÜÔÏÍÕ BE ÔÁËÖÅ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ \TBC,
ÔÏ ÅÓÔØ \EBC = 10◦.

15) áÒÉÛÁ É ëÉÒ ÉÇÒÁÀÔ × ÉÇÒÕ, ÓÔÁ×Ñ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÆÉÛËÉ × ËÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ 5 × 5: áÒÉÛÁ | ÂÅÌÙÅ
ÆÉÛËÉ (ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÉÇÒÕ), Á ëÉÒ | Þ£ÒÎÙÅ. ëÁÖÄÁÑ ÆÉÛËÁ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. îÅÌØÚÑ
ÓÔÁ×ÉÔØ ÆÉÛËÕ ÎÁ ËÌÅÔËÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÛËÁÍÉ Ô×ÏÅÇÏ Ã×ÅÔÁ ÚÁÎÑÔÙ ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ËÌÅÔËÉ (ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÅ).
ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ÈÏÄÁ. ëÔÏ | ëÉÒ ÉÌÉ áÒÉÛÁ | ÐÏÂÅÄÉÔ ÐÒÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÉÇÒÅ?

ïÔ×ÅÔ: áÒÉÛÁ. ïÎÁ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÌÕÀ ÆÉÛËÕ × ÕÇÏÌ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÏÓÔÁ×ÛÕÓÑ
ÞÁÓÔØ ÐÏÌÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ É ÈÏÄÉÔØ × ÔÕ ÖÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÛ£Ì ëÉÒ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,
Õ áÒÉÛÉ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÈÏÄ, Á ÐÏÜÔÏÍÕ ÈÏÄÙ ËÏÎÞÁÔÓÑ Õ ëÉÒÁ.


