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ôÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛÅ×Á
É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ.

ôÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ x1 > · · · > xn; y1 > ::: > ynÉ{i1; : : : ; in} = {1; :::; n} , ÔÏ

x1y1 + :::+ xnyn > x1yi1 + :::+ xnyin > x1yn + :::+ xny1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï1. ðÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ × ÌÏÂ. âÁÚÁ: x1y1 + x2y2 > x1y2 + x2y1 ⇔ x1(y1 − y2) > x2(y1 − y2).
ðÅÒÅÈÏÄ: ÐÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ n = k, ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ n = k + 1. åÓÌÉ yi1 = y1,
ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. åÓÌÉ yi1 6= y1, ÔÏ ÐÏÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ,
ÔÏÇÄÁ x1y1 + :::+xnyn > x1y1 +x2yi2 + · · ·+xnyin > x1yi1 + · · ·+xnyin(ÐÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÂÁÚÙ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÔÏÒÏÇÏ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á | ÎÁ ÄÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï2.
äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. âÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ × �. åÓÌÉ × � 0

ÉÎ×ÅÒÓÉÊ, ÔÏ � | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÎÅÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ � ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �′ ◦� , ÇÄÅ � | ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÑ, Á × �′ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ × �. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ,
ÕÂÉÒÁÀÝÕÀ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ (× ÎÅÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÔÁËÁÑ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ). ðÕÓÔØ,
ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÉ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×ÙÂÒÁÎÁ �12. ðÏÌÕÞÁÅÍ:

x1y�(1) + x2y�(2) + : : :+ xny�(n) = x1y�′(2) + x2y�′(1) + : : :+ xny�′(n):

ô.Ë. ÔÅÐÅÒØ �′(2) > �′(1), ÔÏ y�′(2) 6 y�′(1), Á x1 > x2. äÌÑ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÉÍ:

x1y�′(2) + x2y�′(1) + : : :+ xny�′(n) 6 x1y�′(1) + x2y�′(2) + : : :+ xny�′(n):

ô.Ë. × �′ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ÍÅÎØÛÅ, ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÄÏËÁÚÁÎ.

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, ÄÏËÁÖÅÍ ÅÝ£ ÏÄÎÏ ËÒÕÔÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï þÅÂÙÛ£×Á. åÓÌÉ x1 > ::: > xnÉy1 > ::: > yn, ÔÏ
x1y1 + :::+ xnyn

n > x1 + :::+ xn
n

y1 + :::+ yn
n > x1yn + :::+ xny1

n :

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å þÅÂÙÛ£×Á ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ
xi É yj:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÏÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ n2. úÁÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÒÁÎÓÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÄÁÎÎÙÈ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ: x1y1 + :::+ xnyn > x1yi1 + :::+ xnyin . óÌÏÖÉ× ÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
ÐÏÞÌÅÎÎÏ, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

n(x1y1 + :::+xnyn) > x1(y1 +· · ·+yn)+x2(y1 +· · ·+yn)+· · ·+xn(y1 +· · ·+yn) = (x1 +:::+xn)(y1 +:::+yn);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.
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ðÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∀xi > 0n · (x1 + :::+ xn) > (√x1 + · · ·+√xn)2

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÞÅÒÅÚ ÎÅÒ-×Ï þÅÂÙÛÅ×Á ÄÌÑ xi = yi = √xi:

ðÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

4(a6 + b6) > (a3 + b3)(a2 + b2)(a+ b):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

4(a6 + b6) > 2(a3 + b3)(a3 + b3); Á2(a3 + b3) > (a2 + b2)(a+ b):

úÁÄÁÞÁ: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ at2 + 2bt+ c > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, ÔÏ b2 6 ac

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ|âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ|û×ÁÒÃÁ. (x1y1+:::+xnyn)2 6 (x2
1+:::+x2

n)(y2
1 +:::+y2

n):
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ. îÁÐÉÛÅÍ, ÞÔÏ

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ zk = xk + tyk ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t:

0 6 z2
1 + : : :+ z2

n = (x2
1 + : : :+ x2

n) + 2t(x1y1 + : : :+ xnyn) + t2(y2
1 + : : :+ y2

n):

ôÁË ËÁË ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ t, ÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ t, ËÏÔÏÒÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ï ÎÅÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÖÎÙÍ ÎÁÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ-âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ.

÷ÏÐÒÏÓ: ËÏÇÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?
ïÔ×ÅÔ: ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ (x1=y1 = x2=y2 = · · · = xn=yn)


