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ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ { 2. õÐÒÁÖÎÅÎÉÑ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ z ÄÏ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ÍÏÄÕÌØ |z| ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÕÇÏÌ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÄÏ ÐÏ×ÅÒÎÕÔØ (ÐÒÏÔÉ×
ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÏÌÕÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÒÏÛÌÁ ÞÅÒÅÚ z, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ (arg z). åÓÌÉ |z| = r, argz = ', ÔÏ z = r(cos'+ i sin').

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÁÍ (ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁÍ) ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÜÔÉ ÔÏÞ-
ËÉ É ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÏÎÉ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É w ÒÁ×ÎÏ |z−w|. íÎÏÖÅÓÔ×Ï |z− a| = R
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Á |z − a| 6 R | ËÒÕÇ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÔÏÞËÅ a É ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÙÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ R.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z −→ z + w ÅÓÔØ ÓÄ×ÉÇ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ w, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z −→ zw | ÐÏ×ÏÒÏÔ ×Ï-
ËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ | z ÐÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ arg w É ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ × |w|
ÒÁÚ. (çÏ×ÏÒÑÔ: ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙ-
×ÁÀÔÓÑ.) éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×ÓÅÍ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ: ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z −→ z ÅÓÔØ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÉ. ÷ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÄÏÂÉÑ
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

1) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z = cos'+ i sin', ÔÏ 1
z = cos'− i sin'.

ðÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë zz = |z|2 = 1.

2) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ (
√

3 + i)123.
üÔÏ i · 2123. îÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ íÕÁ×ÒÁ.

3) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ: 1, ", "2, . . . "n−1.
úÁ " ÏÂÙÞÎÏ ÂÅÒÕÔ

�
cos 360◦

n + i sin 360◦
n

�
, ÈÏÔÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÒÎÉ ÎÁ ÜÔÕ ÒÏÌØ ÇÏÄÑÔÓÑ.

4) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÒÁ×ÎÁ 0.
òÅÛÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn−1 = xn−1

x−1 .

5) òÅÛÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0.
îÁÄÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ x− 1. ðÏÌÕÞÁÔÓÑ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ 5-Ê ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1, ËÒÏÍÅ ÓÁÍÏÊ 1.

6) ëÁËÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: Á) z −→ z − 2 + 3i; Â) z −→ z(i+ 1);
×) z −→ z

i+1 .

7) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË z, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |z + 3 − 2i| = 2. ëÁËÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ
ÔÏÞËÉ w, ÅÓÌÉ w = (3 + 4i)z − 2− 3i?

ïÔ×ÅÔ: |z + 6i+ 17| = 10.

8) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a, b, c ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ac.

äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ac, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ a = b = c. äÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ a, b É c ÎÁ
a+z, b+z É c+z, ÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ôÏ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ a, b É c ÎÁ az,
bz É cz (ÐÒÉ z 6= 0). ôÁËÉÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ Ó×ÅÄ£Í a, b É c Ë 0, 1 É q, Á ÐÏÔÏÍ ÒÅÛÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ q = 1±√3

2 . üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. îÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ |
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÔÏÖÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.


