
9 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ 16 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 ÇÏÄÁ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ. òÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ (Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ).
1) ÷ ËÁÚÉÎÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÓÙÇÒÁÔØ × ÉÇÒÕ: ÉÇÒÏË ÓÔÁ×ÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 6, Á

ÐÏÔÏÍ ÂÒÏÓÁÅÔ ÔÒÉ ËÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÚÁÇÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ×ÙÐÁÄÁÅÔ ÎÉ ÒÁÚÕ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÁ×ËÁ ÓÇÏÒÁÅÔ. åÓÌÉ
×ÙÐÁÄÁÅÔ | ÓÔÁ×ËÕ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔ, É ËÁÚÉÎÏ ÐÌÁÔÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ,
ÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÌÏ ×ÙÐÁÌÏ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÌÉ ÉÇÒÁ?

îÅÔ. óÒÅÄÎÉÊ ×ÙÉÇÒÙÛ ÉÇÒÏËÁ ÐÒÉ ÓÔÁ×ËÅ 1 ÒÁ×ÅÎ − 125
216 + 3·1

216 + 2·3·5
216 + 1·3·25

216 = − 17
216 . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÄÏÌÌÁÒÁ ËÁÚÉÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 8 ÃÅÎÔÏ×. îÁ ÜÔÉ ÄÏÈÏÄÙ ÏÎÏ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
8% | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÏÉÇÒÙÛ. ðÒÉ Â�ÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÁ ÄÌÑ
ÐÏÓÅÔÉÔÅÌÅÊ ËÁÚÉÎÏ.

2) íÏÎÅÔËÕ ÂÒÏÓÁÀÔ ÄÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÐÁÄÅÎÉÑ ÏÒÌÁ. ëÁËÏÅ × ÓÒÅÄÎÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÒÏÓËÏ× ÎÕÖÎÏ
ÓÄÅÌÁÔØ?

2 ÂÒÏÓËÁ. òÅÛÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÄÓÞÅÔÕ
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3) íÏÎÅÔËÕ ÂÒÏÓÁÀÔ n ÒÁÚ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÒÌÏ×.
ïÔ×ÅÔ: n

2 .
ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ E =
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. ÷ ÔÏÞÎÏ-
ÓÔÉ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ Ckn ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ Cn−kn : E =
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2 .
÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: íÁÔÏÖÉÄÁÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÒÌÏ× É ÒÅÛÅË ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÍÏÎÅÔ
(n) ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÏÒÌÏ× É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÙÐÁ×ÛÉÈ ÒÅÛÅË. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÅÎ ÏÔ×ÅÔ.
ôÒÅÔØÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ak. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ÅÓÌÉ k-Ñ ÍÏÎÅÔÁ ×ÙÐÁÌÁ ÏÒÌÏÍ, É 0 × ÐÒÏÔÉ×-
ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÌÏ× | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ A1 + A2 + · · · + An. îÏ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÕÍÍÙ
ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÊ, Á E(Ak) = 1

2 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÍÏÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

4) óÏÌÄÁÔ ÓÒÏÞÎÏÊ ÓÌÕÖÂÙ ÎÁÐÉÓÁÌ ÐÉÓØÍÁ n Ó×ÏÉÍ ÌÀÂÉÍÙÍ ÄÅ×ÕÛËÁÍ, ÎÁÄÐÉÓÁÌ n ËÏÎ×ÅÒÔÏ× Ó
ÁÄÒÅÓÁÍÉ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÌÏÖÉÌ ÐÉÓØÍÁ ÐÏ ËÏÎ×ÅÒÔÁÍ. óËÏÌØËÏ ÄÅ×ÕÛÅË × ÓÒÅÄÎÅÍ ÐÏÌÕÞÁÔ
ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÅÂÅ ÐÉÓØÍÏ?

ïÄÎÁ. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ak. ïÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1, ÅÓÌÉ k-Ñ ÄÅ×ÕÛËÁ ÐÏÌÕÞÉÌÁ ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÅÂÅ
ÐÉÓØÍÏ, É 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ E(Ak) = 1

n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ E =
nP
k=1

E(Ak) =

n · 1
n = 1. ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏÎËÏÓÔØ: ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ak × ÔÒÅÔØÅÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ,

ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Á × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ | ÎÅÔ. îÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÕÍÍÅ ÍÁÔÏÖÉÄÁÎÉÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ×ÓÅÇÄÁ!
5) ðÏ ÕÚËÏÊ ÄÏÒÏÇÅ × ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÅÄÕÔ n ÍÁÛÉÎ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÍÁÛÉÎ ÒÁÚÌÉÞÎÙ,

Á ÐÏÒÑÄÏË ÍÁÛÉÎ ÎÁ ÛÏÓÓÅ ÓÌÕÞÁÅÎ. ëÁÖÄÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÅÄÅÔ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÇÏÎÉÔ
ÅÄÕÝÕÀ ×ÐÅÒÅÄÉ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÅÄÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÐÅÒÅÄÎÅÊ ÍÁÛÉÎÙ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÒÅÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÂÏÌØÛÏÅ ×ÒÅÍÑ ÍÁÛÉÎÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÒÕÐÐ. îÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÇÒÕÐÐ.

ïÔ×ÅÔ: 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n .

ðÅÒ×ÕÀ ÍÁÛÉÎÕ × ÇÒÕÐÐÅ ÎÁÚÏ×£Í ÇÏÌÏ×ÎÏÊ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÕÐÐ | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÏ×ÎÙÈ ÍÁÛÉÎ. k-
Ñ ÍÁÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÇÏÌÏ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ Å£ ÓËÏÒÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÍÁÛÉÎ ×ÐÅÒÅÄÉ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ
ÒÁ×ÎÁ 1

k . óÎÏ×Á ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉ£Í: ÐÕÓÔØ Ak = 1, ÅÓÌÉ k-Ñ ÍÁÛÉÎÁ ÇÏÌÏ×ÎÁÑ, Ak = 0 × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÏÌÏ×ÎÙÈ ÍÁÛÉÎ ÅÓÔØ
nP
k=1

Ak, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÔ×ÅÔÕ.
íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÍÁÛÉÎ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÍ (lnn + 
) ÇÒÕÐÐ, ÇÄÅ 
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