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÷×ÅÄÅÎÉÅüÔÁ ËÎÉÇÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ. óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÷Ù Õ×ÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏ.é ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁË, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ Ä×Á ÉÌÉ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ. óÌÏÖÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉ ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔÓÑ ÕÖÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓËÕÞÎÙÍ ÚÁÎÑÔÉÅÍ. ïÔÙÓËÁÔØ ÖÅ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌÈ×ÁÔÉÔ ÔÅÒ�ÅÎÉÑ ÌÉÛØ Õ ÎÅÍÎÏÇÉÈ. îÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÅËÕÎÄ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ ÄÏ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ� Ó�ÏÓÏÂÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ! á ËÁË ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÁÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ðÒÏÞÉÔÁ× ÜÔÕ ËÎÉÇÕ, ÷Ù ÓÍÏÖÅÔÅ ÒÅÛÁÔØ ËÁË ÜÔÉ, ÔÁË É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅÚÁÄÁÞÉ. ÷Ù ÎÁÕÞÉÔÅÓØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÓÕÍÍÙ, ÎÁÈÏÄÉÔØ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ × ÒÑÄÁÈ ÞÉÓÅÌ É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅ ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ. ÷Ù ÕÚÎÁÅÔÅÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, Ï ðÉÆÁÇÏÒÏ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÏÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÑÒËÉÈ ÏÂÒÁÚÁÈ, ÚÁÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÅÝÅÄÒÅ×ÎÉÍÉ ÇÒÅËÁÍÉ.ëÁË ÞÉÔÁÔØ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ. úÁÎÑÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ | ÜÔÏ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁËÔÉ×ÎÁÑ. é �ÏÄÏÂÎÏÔÏÍÕ, ËÁË ÎÅÌØÚÑ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ×ÏÄÉÔØ Á×ÔÏÍÏÂÉÌØ, ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ �ÏÓÉÄÅ× ÚÁ ÒÕÌÅÍ, ÎÅÌØÚÑ ÎÁÕÞÉÔØÓÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÄÁÞÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ É, ÒÁÂÏÔÁÑÎÁÄ ËÎÉÇÏÊ, ÷Ù ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÉÈ ÒÅÛÉÔØ. îÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÷ÁÍ ÂÕÄÕÔ �ÏÍÏÇÁÔØÄÒÕÚØÑ ÉÌÉ ÕÞÉÔÅÌØ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ). ïÔÞÁÓÔÉ ÷ÁÍ �ÏÍÏÖÅÔ É ÓÁÍÁËÎÉÇÁ | ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ (ËÒÏÍÅ ÚÁÄÁÞ ÉÚ x 11) ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÉÑÍÉ ÉÏÔ×ÅÔÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ �ÏÍÏÝØ ÎÅ ÌÉÛÉÌÁ ÷ÁÓ ÔÏÇÏ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÌÕÞÁÅÛØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÄÏËÏ�Á×ÛÉÓØ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ!åÓÌÉ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÷ÁÍ �ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÷Ù ÞÉÔÁÅÔÅ, ÷ÁÍ ÕÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏ, Á �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÉÛËÏÍ �ÒÏÓÔÙ, | ÚÁÇÌÑÎÉÔÅ × ËÏÎÅ� x 5 ÉÌÉ × xx 9, 11. òÅÛÅÎÉÑÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÔÁÍ ÚÁÄÁÞ (ÓÁÍÙÅ ÔÒÕÄÎÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÙ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ) ÍÏÇÕÔ ÚÁÎÑÔØ ÍÎÏÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ, Á ÔÏ É ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ �Ï ÓÉÌÁÍ ÄÁÖÅ �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ. îÅ ÏÔÞÁÉ×ÁÊÔÅÓØ,ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ, | �Ï�ÒÏÂÕÊÔÅ ÅÝÅ ÒÁÚ!é �ÏÓÌÅÄÎÅÅ. ëÎÉÇÕ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÞÉÔÁÔØ �ÏÄÒÑÄ �ÏÔ ËÏÒËÉ ÄÏ ËÏÒËÉ�. îÁÞÁÔØ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÎÅÊ ÍÏÖÎÏ É Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó x 4 ÉÌÉ Ó x 6), É Ó ËÏÎ�Á (x 9 ÉÌÉ x 10) É ÄÁÖÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÓÔ. äÏ×ÏÌØÎÏ ÓËÏÒÏ ÷Ù ÚÁÍÅÔÉÔÅ, ÞÔÏ × ÒÁÚÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ËÎÉÇÉ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅËÚÒÅÎÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ×ÅÝÉ. åÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ �ÒÉÛÅÌÓÑ ÷ÁÍÏÓÏÂÅÎÎÏ �Ï ×ËÕÓÕ, ÔÏ �ÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÅÇÏ �ÏÞÁÝÅ É Ï×ÌÁÄÅÔØ ÉÍ, ÎÏ ÎÅ ÚÁÂÙ×ÁÊÔÅ,ÞÔÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÁÓÔÅÒ �ÒÅËÒÁÓÎÏ ×ÌÁÄÅÅÔ ×ÓÅÍÉ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÍÉ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÍÉ!x 1 æÏÒÍÕÌÙ É �ÌÏÝÁÄÉëÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a Éb, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ S = a � b. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ É ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏÇÏÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: a2 � b2 = (a+ b) � (a� b) (1-1)ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ a� a ×ÙÒÅÚÁÔØ Ë×Á-ÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ b�b, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅ �ÌÏÝÁÄØ, ÞÔÏ É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a+ b É a� b. 2



a
a

bb
a� b

a + b

òÉÓ. 1.1. a2 � b2. òÉÓ. 1.2. (a+ b)(a� b).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÕ (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ,ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a+ b ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ: Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉa É b É Ä×Á �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ a� b:
b

a2a aba
ab b2

òÉÓ. 1.3. (a+ b)2 = a2 + 2ab + b2.É �ÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 1.3 Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É ÆÏÒ-ÍÕÌÕ (1-1) ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÒÁÚÒÅÚÁ× ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÒÉÓ. 1.1 ÎÁ ËÕÓËÉ ÉÓÌÏÖÉ× ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓËÏ× ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ ÒÉÓ. 1.2.úÁÄÁÞÁ 1.1. äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ a2 � b2 = (a � b)(a + b) ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ É ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ?÷ÏÏÂÝÅ, ÈÏÒÏÛÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÞÁÓÔÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÁÍÎÏÇÏ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÅÅ ÄÌÉÎÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ×ÙËÌÁÄÏË É ÇÏÒÁÚÄÏ ÌÕÞÛÅ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ.úÁÄÁÞÁ 1.2. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ(a� b)2 = a2 � 2ab+ b2 :úÁÄÁÞÁ 1.3. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÄÁÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ (a+ b+ )2, É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ.úÁÄÁÞÁ 1.4. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ1 (a1 + a2 + � � � + an)2.1÷ÍÅÓÔÏ Õ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �ÒÉÎÑÔÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÕË× ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ)ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÂÕË×Ù� (ÂÕË×Ù Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ): a1; a2; a3; : : : .3



x 2 þÉÓÌÁ É ÆÉÇÕÒÙ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÒÉÑÔÎÏ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÁÒÔÉÎËÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ. åÓ-ÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÄÕÔ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÔÏ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁÞÉÓÌÕ ËÌÅÔÏË, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË Ó �ÅÌÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b,ÉÄÕÝÉÍÉ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÏË, ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ ab ËÌÅÔÏË. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÅ×ÎÉÅ ÇÒÅËÉÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÓÅÂÅ ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÒÉÓÕÑ ÅÅ ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁÒÉÓ. 2.1. çÄÅ × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ? åÓÔØ ÌÉ Õ ÎÅÅ ÏÓØ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ? ÷ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÌÉ × ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏÞÅË? 1 2 3 41234
òÉÓ. 2.1. ðÉÆÁÇÏÒÏ×Á ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (VI ×. ÄÏ ò.è.).úÁÄÁÞÁ 2.1. äÁÊÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ab =ba, Ô. Å. ÏÂßÑÓÎÉÔÅ, �ÏÞÅÍÕ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa+ a+ � � � + a| {z }b ÒÁÚ = b+ b+ � � � + b| {z }a ÒÁÚúÁÄÁÞÁ 2.2. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ 12 ËÌÅÔÏÞÅË?ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ �Ï�ÁÌÉ × ÔÁÂÌÉ�Õ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÒÉÓ. 2.1?úÁÄÁÞÁ 2.3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ n, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ �ÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ n ËÌÅÔÏÞÅË.éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÆÉÇÕÒËÁÍÉ ÎÁ ËÌÅÔÞ�ÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÑÒËÉÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ. �ÁË, ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ a � a Ó ÁÎÔÉÞÎÙÈ ×ÒÅÍÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ 2.4. ÷Ù�ÉÛÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ 13 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÅÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.ðÏÍÉÍÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, �ÒÉÓÔÁÌØÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× �ÒÉ×ÌÅËÁÌÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Tn, ÒÁ×ÎÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÌÅÔÏË × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈÔÉ�Á �ÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2.2. ðÅÒ×ÙÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 2.3
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T1 = 1 T2 = 3 T3 = 6 T4 = 10òÉÓ. 2.2. �ÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÉÓ. 2.3. îÁÞÁÌÏ ÒÑÄÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 2.5. ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÜÔÏÔ ÒÑÄ É ÎÁÊÄÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ 10 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 2.6. þÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ �ÏÌÕÞÁÔØÓÑ �ÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ �ÁÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈÞÉÓÅÌ: T1 + T2, T2 + T3, T3+ T4, : : : ? óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÅÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.úÁÄÁÞÁ 2.7. óÌÏÖÉÔÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Tn. ëÁËÏ×ÙÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ? ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ Ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Tn.úÁÄÁÞÁ 2.8. îÁ ÒÉÓ. 2.4 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÒÑÄ �ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ� ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. óËÏÌØËÏËÌÅÔÏÞÅË × ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÅ? ëÁËÉÍ ÒÑÄÏÍ ÞÉÓÅÌ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÉÈ �ÌÏÝÁÄÉ ? ëÁË ÜÔÏ ÏÂß-ÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ?
, , , . . .òÉÓ. 2.4. óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. òÉÓ. 2.5. õÇÏÌÏË.úÁÄÁÞÁ 2.9. ëÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÕÇÏÌÏË ÎÁ ÒÉÓ. 2.5 ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÅ1 ÞÁÓÔÉ? (2)úÁÄÁÞÁ 2.10. ëÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 9 È 16 ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØË×ÁÄÒÁÔ?úÁÄÁÞÁ 2.11. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ äÉÏÆÁÎÔÁ: 8Tn+1 = (2n+1)2 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: 8 � 1+ 1 = (2 � 1+1)2,8 � 3 + 1 = (2 � 2 + 1)2 É Ô. Ä.).éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄ. 2.11 : ËÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÎÁ 8 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÏÄÉÎ ÌÉÛÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉË?íÙ ÕÖÅ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a+b ×ÙÒÅÚÁÔØ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a É b (ÓÍ. ÒÉÓ. 1.3). á ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÒÏÎÏÊ m+ n ÏÔÒÅÚÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ m É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n?úÁÄÁÞÁ 2.12. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: Tm+n = Tm + Tn +mn.1îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ä×Å ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÔØ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ.2õÔÅÛÉÔÅÌØÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÒÁÚÒÅÖØÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ �ÑÔØ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ.
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x 3 òÁÚÒÅÚÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÙðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔÏÞÅË ÓÏÓÔÏÉÔ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÓÏÔÏÊ × n ËÌÅÔÏ-ÞÅË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÌÏÓËÉ ÛÉÒÉÎÏÊ × ÏÄÎÕ ËÌÅÔÏÞËÕ:
-
---1 ËÌ.2 ËÌ.3 ËÌ.

n ËÌ.òÉÓ. 3.1. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÏÌÏÓËÉ.óÁÍÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÜÔÁÖ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔÏÞËÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ | ÉÚ Ä×ÕÈ, �ÏÔÏÍ | ÉÚ ÔÒÅÈÉ Ô. Ä. îÁ ÓÁÍÏÍ ÎÉÖÎÅÍ, n-ÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÌÅÖÉÔ �ÏÌÏÓËÁ ÉÚ n ËÌÅÔÏË. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Tn =1 + 2 + 3 + 4 + � � � + n, ÔÏ ÅÓÔØ n-ÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕÍÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. îÏ × ÚÁÄ. 2.7 ÍÙ ÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Tn, ÒÁÚÒÅÚÁ×�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n� (n+ 1) ÎÁ Ä×Á ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:
n n+ 1Tn Tn 2Tn = n(n+ 1)

òÉÓ. 3.2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ n-ÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÚÎÁÍÅÎÉÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: Tn = 1 + 2 + 3 + ::: + n = n(n + 1)2 .ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ�ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÓÏÔÙ n (ÓÍ. ÚÁÄ. 2.8 É ÒÉÓ. 3.3).
?
6n

òÉÓ. 3.3. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÏÌÏÓËÉ.úÁÄÁÞÁ 3.1. óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏÞÅË × k-ÏÍ, ÓÞÉÔÁÑ Ó×ÅÒÈÕ, ÜÔÁÖÅ? á × ÓÁÍÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÜÔÁÖÅ? îÁ�É-ÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÕÍÍÕ (Ô. Å. �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÒÉÓ. 3.3 × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ nÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). 6



úÁÄÁÞÁ 3.2. ÷ ÚÁÄ. 2.8 É ÚÁÄ. 3.1 ÍÙ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ �ÏÓÞÉÔÁÌÉ �ÌÏÝÁÄØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÓÔÕ�ÅÎ-ÞÁÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ëÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÌÉ? ÷Ù�ÉÛÉÔÅ ÅÅÑ×ÎÏ.úÁÄÁÞÁ 3.3. ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ �ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ� ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÅ-ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 1 + 5 + 9 + 13 + � � �| {z }n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÏÌÏÓËÉ, ÎÏ É, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ�ÕÇÏÌËÉ� (ÇÒÅËÉ ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ç-ÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÉÇÕÒËÉ �ÇÎÏÍÏÎÁÍÉ�).
òÉÓ. 3.4. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. òÉÓ. 3.5. òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÄÁÞÁ 3.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ �ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ� ÇÎÏÍÏÎÏ×: , , , , : : : . óËÏÌØËÏ ËÌÅÔÏÞÅË× k-ÔÏÍ ÉÚ ÎÉÈ? ðÏÌØÚÕÑÓØ ÒÉÓ. 3.4, ÅÝÅ ÒÁÚ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ 1+3+5+7+ � � � +(2k�1) = k2.úÁÄÁÞÁ 3.5. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÒÉÓ. 3.5 Ó�ÏÓÏÂÕ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n = 2`+ 1 ËÌÅÔÏË)?åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 3.6. éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ �ÒÁÍËÁ� ÒÁÚÍÅÒÁ n�n Ó ÒÉÓ. 3.6? ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ�ÒÉ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ n�n ÎÁ ÔÁËÉÅ ÒÁÍËÉ? (ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ n ÂÙ×ÁÅÔ ÞÅÔÎÙÍÉ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ! )

n n1 pz }| {9>>>>=>>>>; q
òÉÓ. 3.6. �òÁÍËÁ�. òÉÓ. 3.7. �÷ÏÒÏÔÁ�.úÁÄÁÞÁ 3.7. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ �ÒÁÍËÉ� (ÒÉÓ. 3.6) ÉÌÉ �×ÏÒÏÔÁ� (ÒÉÓ. 3.7) É ÎÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÓÕÍÍ.úÁÄÁÞÁ 3.8. îÁÊÄÉÔÅ �ÌÏÝÁÄØ ðÉÆÁÇÏÒÏ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2.1) ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. þÔÏÚÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÁÂÌÉ�Õ �Ï ÖÉÒÎÙÍ ÌÉÎÉÑÍ ÎÁ �ÔÏÌÓÔÙÅ� ÕÇÏÌËÉ?(óÏ×ÅÔÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �ÌÏÝÁÄØ k-ÔÏÇÏ ÕÇÏÌËÁ.)
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x 4 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑúÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÇÅÎÄÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ × 1787 ÇÏÄÕ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁËÓÏÎÓËÉÈ ÎÁÒÏÄ-ÎÙÈ ÛËÏÌ �ÒÏÉÚÏÛÅÌ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊ. õÞÉÔÅÌØ, ÖÅÌÁÑ ÚÁÎÑÔØ ÕÞÅÎÉËÏ× ÎÁ �ÅÌÙÈ ÕÒÏË, �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉÍ ÓÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ ÓÔÁ.úÁÄÁÞÁ 4.1. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 + 2 + 3 + � + 100?îÅ ÕÓ�ÅÌ ÕÞÉÔÅÌØ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÄÏÓËÅ, ËÁË ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× ×ÓÔÁÌ É �ÏÌÏÖÉÌ ÎÁÕÞÉÔÅÌØÓËÉÊ ÓÔÏÌ Ó×ÏÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ. óÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÎÁÒÏÄÎÙÈ ÛËÏ-ÌÁÈ ËÁÖÄÙÊ ÕÞÅÎÉË ÉÍÅÌ Ó×ÏÀ ÉÍÅÎÎÕÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ. ëÏÇÄÁ ÕÞÅÎÉË ×Ù�ÏÌÎÑÌ ÚÁÄÁÎÉÅ,ÏÎ ËÌÁÌ Ó×ÏÀ ÇÒÉÆÅÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ × ÓÔÏ�ËÕ ÎÁ ÓÔÏÌ ÕÞÉÔÅÌÑ Ó×ÅÒÈÕ. ðÒÏ×ÅÒÑÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÕÞÉÔÅÌØÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË, ÞØÑ ÄÏÓËÁ ÌÅÇÌÁ Ó×ÅÒÈÕ, ÓÄÅÌÁÌ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ, Á ÔÏÔ, ÞØÑ ÄÏÓËÁ ÌÅÖÉÔÓÎÉÚÕ | �ÅÒ×ÙÍ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÞÉÔÅÌØ �ÏÎÁÞÁÌÕ ÏÞÅÎØ ÒÁÓÓÅÒÄÉÌÓÑ, ÒÅÛÉ×, ÞÔÏ ÕÞÅÎÉË �ÏÌÅ-ÎÉÌÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÁËËÕÒÁÔÎÏ É ÓÄÁÌ Ó×ÏÀ ÄÏÓËÕ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÄÅÌÁÔØÓÑ ÏÔ ÚÁÄÁÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ,Ë ÕÄÉ×ÌÅÎÉÀ ÕÞÉÔÅÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÂÙÌ ÎÁ�ÉÓÁÎ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÇÒÉÆÅÌØÎÏÊ ÄÏÓËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ× ÓÁÍÏÍ ÎÉÚÕ. õÞÅÎÉËÁ, ÂÙÓÔÒÏ É �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÅÛÉ×ÛÅÇÏ ÚÁÄÁÞÕ, Ú×ÁÌÉ ëÁÒÌ æÒÉÄÒÉÈ çÁÕÓÓ.÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÏÎ ÓÔÁÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÍÉÒÁ.÷ ÜÔÏÊ ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÅÍÁÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ×. ëÁË ÕÄÁÌÏÓØ ÀÎÏÍÕ çÁÕÓÓÕ ÔÁË ÂÙÓÔÒÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕÓÔÁ ÞÉÓÅÌ? ðÏÞÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÂÙÌ ÔÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ? ïÛÉÂËÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÏ× ÌÅÇËÏ�ÏÎÑÔØ É �ÒÏÓÔÉÔØ: ×ÅÄØ ÏÎÉ ÓÔÏ ÒÁÚ ÓËÌÁÄÙ×ÁÌÉ ÞÉÓÌÁ; ÎÉ ÒÁÚÕ ÎÅ ÏÛÉÂÉÔØÓÑ ÚÄÅÓØ ÏÞÅÎØÔÒÕÄÎÏ. çÁÕÓÓ ÖÅ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÌ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË:ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.1 (Ó�ÏÓÏÂ çÁÕÓÓÁ): îÁ�ÉÛÅÍ ÓÕÍÍÕ Ä×Á ÒÁÚÁ, ÔÏÌØËÏ ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ× ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, É ÓÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ × ÓÔÏÌÂÉË:S = 1 + 2 + 3 + � � � + 98 + 99 + 100S = 100 + 99 + 98 + � � � + 3 + 2 + 12S = 101 + 101 + 101 + � � � + 101 + 101 + 101ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 100 ÛÔÕË, 2S = 100 � 101. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,S = 100 � 1012 = 50 � 101 = 5050 :ïÞÅÎØ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ �ÒÁ×ÄÕ, ÞÔÏ çÁÕÓÓ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ×ÙÞÉÓÌÉÌ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ | ×ÅÄØ ÕÍÎÏÖÉÔØ 50 ÎÁ101 ÌÅÇËÏ É × ÕÍÅ. îÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 4.1.÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 4.1. óÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ ÔÁË, ËÁË ÏÎÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ × ÕÓÌÏ×ÉÉÚÁÄÁÞÉ, Á �Ï ÄÒÕÇÏÍÕ:100 + (99 + 1) + (98 + 2) + � � � + (51 + 49) + 50 == 100 + 100 � 9 + 50 = 100 � 50 + 50 = 5050íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ É ÔÁË:(1 + 100) + (2 + 99) + (3 + 98) + � � �+ (50 + 51) = 50 � 101 = 5050úÁÄÁÞÁ 4.2. ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ×ÔÏÒÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÓÕÍÍÕ 1 + 2 + 3 + � � �+ 49 É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÏÔ×ÅÔ ÍÅÔÏÄÏÍçÁÕÓÓÁ. 8



úÁÄÁÞÁ 4.3. ëÁËÉÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÁÒÔÉÎËÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ �ÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂÙÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 4.1?úÁÄÁÞÁ 4.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:Á) 1 + 2 + 3 + 4 + � � � + 999 + 1000Â) 101 + 102 + 103 + � � � + 200×) 101 + 103 + 105 + � � � + 197 + 199Ç) 400 + 401 + 402 + � � � + 700ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÀÎÏÍÕ çÁÕÓÓÕ ÔÁË ÂÙ-ÓÔÒÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÓÔÁ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ çÁÕÓÓÁ ÎÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌa1; a2; : : : ; ak:S = a1 + a2 + a3 + � � � + ak�1 + akS = ak + ak�1 + ak�2 + � � � + a2 + a12S = (a1 + ak) + (a2 + ak�1) + (a3 + ak�2) + � � � + (ak�1 + a2) + (ak + a1)þÔÏÂÙ ÍÅÔÏÄ çÁÕÓÓÁ ÒÁÂÏÔÁÌ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓËÏÂËÉ ÂÙÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ:a1 + ak = a2 + ak�1 = a3 + ak�2 = � � �üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:1; 2; 3; 4; : : : ; 1000 ;101; 103; 105; : : : ; 197; 199 ;3; 6; 9; 12; : : : ; 135 ;É ×ÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ �Ï-ÓÔÏÑÎÎÁ.úÁÄÁÞÁ 4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a2 � a1 = a3 � a2 = a4 � a3 = � � � = ak � ak�1, ÔÏ É a1 + ak =a2 + ak�1 = a3 + ak�2 = � � � .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÇÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÞÉÓÌÁ d, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ, ÁÜÔÏ ÞÉÓÌÏ d ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ a1; a2; : : : ; ak Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d ÍÙ ÉÍÅÅÍd = a2 � a1 = a3 � a2 = � � � = ak � ak�1.úÁÄÁÞÁ 4.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ�ÅÒ×ÏÇÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, Ô. Å. ÞÔÏ S = n (a1+ an)=2.îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ� Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4.7. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ, Ô. Å. �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ai = (ai�1+ai+1)=2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi = 2; 3; : : : ; (k � 1).úÁÄÁÞÁ 4.8. äÏËÁÖÉÔÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a1; a2; : : : ; ak ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ËÒÏÍÅÄ×ÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ, ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, ÔÏ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 4.9. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:Á) �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;9



Â) �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈÓÏÔ ÞÅÔÎÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;×) �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔÏË 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 3;Ç) ×ÓÅÈ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 13.úÁÄÁÞÁ 4.10. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ:Á) 1990-ÏÅ ÞÅÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;Â) 109-ÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;×) n-ÏÅ ÞÅÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;Ç) n-ÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;Ä) n-ÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 1 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4;Å) n-ÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ 6 ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 8.úÁÄÁÞÁ 4.11. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ n-ÙÊ ÞÌÅÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó a1 É ÉÍÅÀÝÅÊÒÁÚÎÏÓÔØ d ?úÁÄÁÞÁ 4.12. ÷ ÞÅÍ�ÉÏÎÁÔÅ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 16 ËÏÍÁÎÄ. þÅÍ�ÉÏÎÁÔ �ÒÏ×ÏÄÉÌÓÑ �Ï ËÒÕ-ÇÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ × Ä×Á ËÒÕÇÁ | ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÉÇÒÁÌÁ Ó ËÁÖÄÏÊ Ä×Á ÍÁÔÞÁ.óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÍÁÔÞÅÊ ÂÙÌÏ ÓÙÇÒÁÎÏ? óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÏÞËÏ× ÂÙÌÏ ÒÁÚÙÇÒÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁ �ÏÂÅÄÕÄÁ×ÁÌÏÓØ 2 ÏÞËÁ, ÚÁ ÎÉÞØÀ | 1, ÚÁ �ÏÒÁÖÅÎÉÅ 0 ÏÞËÏ×?úÁÄÁÞÁ 4.13. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ n ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× Ó ËÏÎ�ÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ?úÁÄÁÞÁ 4.14. óËÏÌØËÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ × ×Ù�ÕËÌÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ?úÁÄÁÞÁ 4.15. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ n �ÒÑÍÙÈ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ,ÏÄÎÁËÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ?íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. õ�ÏÍÉÎÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ T1 = 1, T2 = 1+2 =3, T3 = 1 + 2 + 3 = 6, T4 = 1 + 2 + 3 + 4 = 10, : : : ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÁË:
r r rr r r rr rrr��� ������AAA AAAAAAAAAT1 T2 T3òÉÓ. 4.1. �ÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÉÓÏ×ÁÔØ É ÞÅÔÙÒÅÈ-, É �ÑÔÉ-, É ÛÅÓÔÉ-, É ×ÏÏÂÝÅ, n-ÕÇÏÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ. ÷ÏÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÁÒÔÉÎËÉ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:

r r r r r r r r r rr r r r r r r r rr r r r r r rr r r r
�������

���
���� �������1 4 9 16 É Ô.Ä.òÉÓ. 4.2. þÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.10



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ P1 = 1,P2 = 5, P3 = 12, P4 = 22, : : : ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË: ...���� ��� �� ��� �� ��� ��� ��� ��� ����� �� ���
�� � ��� �òÉÓ. 4.3. ðÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 4.16. îÁÒÉÓÕÊÔÅ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÅÒ×ÙÅ 4 ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ.úÁÄÁÞÁ 4.17. óÕÍÍÁÍÉ ËÁËÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÑÔÉ- É ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ? á k-ÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ? îÁ�ÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÏÇÏ �ÑÔÉ-, ÛÅÓÔÉ-, ÓÅÍÉ- É k-ÕÇÏÌØÎÏÇÏÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 4.18.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n-ÏÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÕÍÍÁ n-ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ É�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÉÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ.Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÅÍÉ- É ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.×) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ n-ÔÙÈ (k+1)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ É (l+1)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ n-ÔÏÇÏ(k + l)-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?úÁÄÁÞÁ 4.19. ÷ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÉ �Ï ÓÔÒÅÌØÂÅ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏÍÁÈ × ÓÅÒÉÉ ÉÚ 25 ×ÙÓÔÒÅÌÏ× ÓÔÒÅÌÏË�ÏÌÕÞÁÅÔ ÛÔÒÁÆÎÙÅ ÏÞËÉ: ÚÁ �ÅÒ×ÙÊ �ÒÏÍÁÈ | ÏÄÎÏ ÛÔÒÁÆÎÏÅ ÏÞËÏ, Á ÚÁ ËÁÖÄÙÊ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ| ÎÁ 1=2 ÏÞËÁ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÚÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ �Ï�ÁÌ × �ÅÌØ ÓÔÒÅÌÏË, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ 7ÛÔÒÁÆÎÙÈ ÏÞËÏ×? x 5 õÇÁÄÁÊ ÏÔ×ÅÔ÷Ï�ÒÅËÉ ÒÁÓÈÏÖÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÎÁÕËÁ.�ÏÌØËÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔ ÎÅ ÓÌÉ×ÁÑ, �ÏÄÖÉÇÁÑ ÉÌÉ ×ÚÒÙ×ÁÑ ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ,Á × ÕÍÅ, ÎÁ ÂÕÍÁÇÅ, ÉÌÉ, × ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ÷ÁÍ �ÏÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÇÁÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ | ÜÔÏÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÂÏ ÞÁÓÔÏ ÔÁË ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ��ÒÁ×ÉÌØÎÏ�ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÕÖÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÔÁË ÓÌÏÖÎÏ.úÁÄÁÞÁ 5.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 11 � 2 + 12 � 3 + 13 � 4 + + : : : + 199 � 100 .ðÏ�ÙÔÁÊÔÅÓØ ÎÁÊÔÉ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ �ÕÔÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÕÍ-ÍÙ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ, ÚÁÔÅÍ | �ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ, ÚÁÔÅÍ | ÞÅÔÙÒÅÈ É Ô. Ä. ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ1. äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÒÁÚÕÍÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÔÁÂÌÉ�Õ2:1ïÂÙÞÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ �ÒÏÓÑÔ ÓÌÏÖÉÔØ ÓÔÏ ÞÉÓÅÌ, ÏÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ: �óÌÏÖÉÔØ ÓÔÏ ÞÉÓÅÌ | ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏÉ ÓÌÏÖÎÏ, ÄÁ×ÁÊÔÅ-ËÁ Ñ ÌÕÞÛÅ ÓÌÏÖÕ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, �ÏÓÍÏÔÒÀ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÎÁ ÏÔ×ÅÔ; ÓÌÏÖÕ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ | É ÅÝÅ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ �ÏÓÍÏÔÒÀ ÎÁ ÏÔ×ÅÔ... á ÔÁÍ, ÇÌÑÄÉÛØ, ÞÔÏ-ÎÉÂÕÄØ É �ÒÉÄÕÍÁÀ!�2÷ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏÞËÉ, ÎÏ ÏÎÁ �ÏÍÏÇÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ É �ÏÄÍÅÔÉÔØÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ 11



þÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ 1 2 3 4 5 6ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ 1=2 1=6 1=12óÕÍÍÁ 1=2 2=3åÓÌÉ ÷Ù ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ �ÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏÇÁÄÁÅÔÅÓØ, ÞÅÍÕÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÙ É �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉ, É ÄÅ×ÑÎÏÓÔÏ ÄÅ×ÑÔÉ, É ÓÔÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.úÁÄÁÞÁ 5.2. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ 11 � 2 + 12 � 3 + � � � + 1n(n+ 1) ?åÓÌÉ ÷Ù ÕÇÁÄÁÌÉ ÏÔ×ÅÔ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, �ÏÄÍÅÔÉ× ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ Õ ÓÕÍÍ Ä×ÕÈ, ÔÒÅÈ, ÞÅÔÙÒÅÈ,�ÑÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÔÏ-ÔÏ ×Ù�ÉÓÁÌ É ÂÏÌØÛÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ), ÔÏ ÜÔÏÔÏÔ×ÅÔ �ÏÌÅÚÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ1. �ÁËÕÀ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, Ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × �ÒÅÄÌÁ-ÇÁÅÍÕÀ ÷ÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÅÒËÁ ÆÏÒÍÕÌÙ 1+3+5+ : : : +(2n� 1) = n2 ÄÌÑ n = 1; 2; 3; 4 ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:n = 1 1 = 12n = 2 1 + 3 = 22n = 3 1 + 3 + 5 = 32n = 4 1 + 3 + 5 + 7 = 42ðÏÄÏÂÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÒÇÁÔØ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ.úÁÄÁÞÁ 5.3. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÷ÁÛ É ÎÁÛ2 ÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ 4.2 �ÒÉ n = 1; 2; 3; 4, Á ÚÁÔÅÍ �Ï�ÙÔÁÊÔÅÓØÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ.õËÁÚÁÎÉÅ: äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÍÏÖÎÏ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÷ÁÛ ÇÉ�Ï-ÔÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÏÔ×ÅÔ �ÒÉ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ É ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÜÔÏ Ó ÔÅÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅÕ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÚÄÅÓØ-ÔÏ É �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ 2-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÚ ÷ÁÛÉÈ ÔÁÂÌÉ�.úÁÄÁÞÁ 5.4. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ 12 + 14 + 18 + � � � + 12n ? îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÏÔ×ÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÒÉn = 1; 2; 3 !úÁÄÁÞÁ 5.5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 23 + 29 + � � � + 23n .úÁÄÁÞÁ 5.6. óÏÓÞÉÔÁÊÔÅ 1 + 2 + 4 + � � �+ 2n É 1 + 3 + 9 + 27 + � � � + 3n.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ n! = 1 � 2 � 3 � � � � � n (ÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÜÎ ÆÁËÔÏÒÉÁÌ�); ÞÔÏÂÙ ÏÓ×ÏÉÔØÓÑ ÓÆÁËÔÏÒÉÁÌÁÍÉ, ÓÏ×ÅÔÕÅÍ �ÏÓÞÉÔÁÔØ 1!, 2!, 3!, 4!, 5! É (n + 2)!=n!.úÁÄÁÞÁ 5.7. îÁÊÄÉÔÅ 1 � 1! + 2 � 2! + � � � + n � n! É 12! + 23! + 34! + � � � + n� 1n! .úÁÄÁÞÁ 5.8. ðÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ÓÕÍÍÕ 13 + 23 + � � � + n3.�ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊÓÑ ×ÎÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ ÌÁÂÉ-ÒÉÎÔ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ÜÔÁÖÉ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ, Á ËÏÍÎÁÔÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁÖÅ | ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÇÏÎÏÍÅÒÁ.1ëÏÎÅÞÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ × ËÏÎÅ� ËÎÉÇÉ, ÎÏ ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÔÁ ÔÁÍ ÎÅÔ?!2Ô. Å. �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ × ËÏÎ�Å ËÎÉÖËÉ 12



÷ÈÏÄ
òÉÓ. 5.1. ìÁÂÉÒÉÎÔ ðÁÓËÁÌÑ.úÁÄÁÞÁ 5.9. ðÕÓÔØ × ÌÁÂÉÒÉÎÔ ÎÁ ÒÉÓ. 5.1 �ÁÄÁÅÔ ÛÁÒÉË É �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÑÖÅÓÔÉ �ÒÏ×ÁÌÉ×ÁÅÔÓÑ×ÎÉÚ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÑ ÎÁÌÅ×Ï-ÎÁ�ÒÁ×Ï. îÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÍÎÁÔ ×ÅÒÈÎÉÈ 11ÜÔÁÖÅÊ (Ó ÎÕÌÅ×ÏÇÏ �Ï ÄÅÓÑÔÙÊ) ÎÁ�ÉÛÉÔÅ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ ÛÁÒÉË ÍÏÖÅÔ ÄÏ ÎÅ�ÅÄÏÂÒÁÔØÓÑ.úÁÄÁÞÁ 5.10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÙÓÔÒÏÚÁ�ÏÌÎÑÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÜÔÁÖ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ (ÕÖÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÊ) ÜÔÁÖ.þÉÓÌÏ×ÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔ×ÅÔ Ë ÚÁÄ. 5.9 É ÚÁÄ. 5.10, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ðÁ-ÓËÁÌÑ. ïÎ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ (ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ) ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ.úÁÄÁÞÁ 5.11. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÒÑÄ ÅÄÉÎÉ� 1 ; 1 ; 1 ; : : : , ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ1 ; 2 ; 3 ; : : : , Á ÔÁËÖÅ ÒÑÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ T1 ; T2 ; T3 ; : : :.úÁÄÁÞÁ 5.12. òÁÓËÒÏÊÔÅ ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Õ(1 + x)2 ; (1 + x)3 ; (1 + x)4 ; : : : ; (1 + x)10(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ: (1+x)4 = (1+x)3(1+x) = (1+3x+3x2+x3)(1+x) = 1+4x+6x2+6x3+x4 . ) óÒÁ×-ÎÉÔÅ ÷ÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÚÁÄ. 5.9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀÔÅÏÒÅÍÕ.úÁÄÁÞÁ 5.13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Õ (a+ b)n �ÒÉ �ÏÍÏÝÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ.òÁÚÂÉÅÎÉÑ × ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. ðÏÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.õÖÅ Ä×Å Ó �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓÔÁÌÉ ÚÁÎÉÍÁÔØ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ: ËÁ-ËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ? á ËÁËÉÅÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ, Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ É �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÏÇÏ? õÓÌÏ×ÉÍÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ É ÎÕÌØ, �ÏÓÔÁ×É× ÅÇÏ × ÒÑÄÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ, ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ,�ÑÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ É Ô. �. ÞÉÓÅÌ �ÏÄ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.úÁÄÁÞÁ 5.14. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÁ ÞÉÓÅÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ, Á ËÁËÉÅ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ××ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Á) Ä×ÕÈ Â) ÔÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ1. þÅÔËÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ×ÏÚÎÉËÛÉÅ Õ ÷ÁÓÇÉ�ÏÔÅÚÙ É �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÉÈ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÓÏÔÎÅ ÞÉÓÅÌ.�Å�ÅÒØ ÎÁÍ Ï�ÑÔØ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÂÕÍÁÇÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÌÅÔËÉ ÒÁ×ÎÁ1. �ÏÇÄÁ �ÌÏÝÁÄØ ËÌÅÔËÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 1. îÁÚÏ×ÅÍ ��ÒÑÍÙÍ� Ë×ÁÄÒÁÔ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ1ðÏÄÕÍÁÊÔÅ ÎÁÄ ÔÅÍ, ËÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÏÂÌÅÇÞÉÌÁ ÂÙ ÷ÁÍ ÒÁÂÏÔÕ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ËÁË × ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ �ÕÎËÔÁ(Â) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÉÚ �ÕÎËÔÁ (Á).13



ÉÄÕÔ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË. ë×ÁÄÒÁÔ Ó ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ËÌÅÔÏË, ÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍ ÂÕÍÁÇÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�ËÏÓÙÍ� (ÓÍ. ÒÉÓ. 5.2).úÁÄÁÞÁ 5.15. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ËÏÓÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Ó �ÌÏÝÁÄÑÍÉ 2, 5, 17 (É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÅ÷ÁÍÉ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ!).úÁÄÁÞÁ 5.16. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÓÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ?úÁÄÁÞÁ 5.17. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ËÏÓÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ �ÌÏÝÁÄÉ 3 É 7?HHHHHHHHHHHH
������ ������òÉÓ. 5.2. ðÒÑÍÏÊ É ËÏÓÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.úÁÄÁÞÁ 5.18�. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÔÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÏÝÁÄÑÍÉ ËÏÓÙÈ ÉÌÉ �ÒÑÍÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×?úÁÄÁÞÁ 5.19�. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÔÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×? ÷Ù-�ÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ É ÒÁÚÌÏÖÉÔÅ ÉÈ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. çÌÑÄÑ ÎÁ Ó×ÏÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅÄÁÎÎÙÅ, ×ÙÑÓÎÉÔÅ:Á) ËÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4 ÉÍÅÀÔ ÔÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÷ÁÛÉÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ;Â) ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 5.20�. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÔÎÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÁËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ? ëÁËÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É Ó ËÁËÉÍÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÞÉÓÅÌ?òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ìÁÇÒÁÎÖ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ1.�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ: ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (ÓÒÅÄÉËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÎÕÌÅ×ÙÅ).úÁÄÁÞÁ 5.21. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÏÔÎÉ.úÁÄÁÞÁ 5.22. òÅÛÁÑ ÚÁÄ. 2.4 É ÚÁÄ. 2.5, ÷Ù, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ ÄÅÓÑÔÉ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1, ÎÏ ÅÓÔØ É ÅÝÅ. ëÁËÏÅ? ðÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØÎÁÊÔÉ É ÅÝÅ ÏÄÎÏ (ÔÒÅÔØÅ) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÄÁÞÁ 5.23�. ëÁË ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ? ëÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÉÈÞÉÓÌÏ?1÷�ÒÏÞÅÍ, ÈÏÔØ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ É ÎÏÓÉÔ ÉÍÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ, ÏÎÁ, ×ÉÄÉÍÏ, ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÝÅ äÉÏÆÁÎÔÕ. åÅ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÞÉÔÁÔØ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ: ë. áÊÅÒÌÅÎÄ, í. òÏÕÚÅÎ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÞÉÓÅÌ. í., �íÉÒ�, 1987.14



x 6 âÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ÷Ù, ÎÁ×ÅÒÎÏÅ, ÚÎÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ. îÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ï ×ÉÄÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÄÒÏ-ÂÉ, Ô. Å. × ×ÉÄÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ r = p=q. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ �196=17, 1=2, 1=3, Á ÔÁËÖÅ 1 = 1=1, 0 = 0=1 | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÞÉÓÌÏ p2 | ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ, ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊÄÒÏÂÉ. þÁÓÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. þÔÏÂÙ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, 1=3 × ×ÉÄÅ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÇÏÌËÏÍ�:1,0 39 0; 333 : : :1 091 09 : : :üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ × ÏÔ×ÅÔÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ. �ÁËÕÀ ÄÒÏÂØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ ÚÁ�ÉÓØ, ÎÁÞÉÎÁÑÓ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÅÊÓÑ �ÉÆÒÙ 3. éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÀÔ ÔÁË: 0; (3) É ÇÏ×ÏÒÑÔ �ÎÏÌØ �ÅÌÙÈ É ÔÒÉ × �ÅÒÉÏÄÅ�, ÎÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÝÅ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 333 : : : , ÇÄÅ ÔÏÞËÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÒÏÊËÁ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ: 5 1737 = 5 + 1737 ; ÄÅÌÉÍ 17 ÎÁ 37 ÕÇÏÌËÏÍ:1 7,0 371 4 8 0; 4594 : : :2 2 01 8 53 5 03 3 31 7 01 4 8: : :äÁÌØÛÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ 5 1737 = 5; (459).úÁÄÁÞÁ 6.1. úÁ�ÉÛÉÔÅ × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÞÉÓÌÁ: 1=7, 3=14, 5=11, 1=17, 3=13,3=250, 7=625, 1=15.òÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÕ, ÷Ù, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ, ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÓÑ-ÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ÌÉÂÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ, ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÁ. óËÁÖÅÍ,7=30 = 0; 2333 : : : = 0; 2(3), Á 1=25 = 0; 04. ÷�ÒÏÞÅÍ, ËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ: 0; 04 = 0; 04000 : : : = 0; 04(0).úÁÄÁÞÁ 6.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ.úÁÄÁÞÁ 6.3. ëÁËÉÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÒÏÂÉ p=q ÄÁÀÔ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, Á ËÁËÉÅ| ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ?ðÏÇÌÑÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ É ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ Ó �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-ÌÏÖÎÏÇÏ ËÏÎ�Á. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, ÓËÁÖÅÍ,0; 575757 : : : = 0; (57) ÉÌÉ 0; 12500 : : : = 0; 125(0) = 0; 125 :15



íÏÖÅÔÅ ÌÉ ÷Ù �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁÓÔ ÅÅ �ÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ × ÄÅÓÑ-ÔÉÞÎÕÀ?óÏ ×ÔÏÒÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ ÌÅÇËÏ: 0; 125 = 125=1000 = 1=8. á ×ÏÔ × �ÅÒ×ÏÍ �ÒÉ-ÍÅÒÅ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÅ ÔÁË-ÔÏ É �ÒÏÓÔÏ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: Á ÌÀÂÕÀ ÌÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ?íÅÔÏÄ áÒÈÉÍÅÄÁ. ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë áÒÈÉÍÅÄÕ. ïÎ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ 0; 5757 : : : ÎÕÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ x É ÚÁÔÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ x ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ,ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ. éÔÁË, �ÕÓÔØx = 0; 575757 : : : :õÍÎÏÖÉ× ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 0; 01, �ÏÌÕÞÉÍ:0; 01 x = 0; 005757 : : : :÷ÙÞÔÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ:x� 0; 01 x = 0; 57 :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x � �1� 1100� = 57100, ÏÔËÕÄÁ x = 57100 : 99100 = 1933. ðÒÏ×ÅÒÉÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØÏÔ×ÅÔÁ: 1 9,0 331 6 5 0; 575 : : :2 5 02 3 11 9 01 6 5: : :úÁÄÁÞÁ 6.4. ëÁËÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÄÒÏÂÉ:Á) 0; 777 : : : Â) 0; 363636 : : : Ä) 0; 3121212 : : :×) 0; 135135 : : : Ç) 0; 714685714685 : : : Å) 0; 9999 : : :úÁÄÁÞÁ 6.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØp2 = 1:414213562373095048801689 : : :ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ.úÁÄÁÞÁ 6.6. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÅÝÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 0; 1 00 1 0000 1 000000 1 000 : : : , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÄÉÎÉ�Ù ÓÔÏÑÔ ÎÁ 1-Í, 4-Í, 9-Í,16-Í, 25-Í, 36-Í É Ô. Ä. ÍÅÓÔÁÈ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | ÎÕÌÉ?úÁÄÁÞÁ 6.7. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ x �ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÙ� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁ�ÉÓÑÍÉ:Á) q1 +p1 +p1 + � � � Â) q2 +p2 +p2 + � � � ×) 3q6 + 3p6 + 3p6 + � � �úÁÄÁÞÁ 6.8. îÁÊÄÉÔÅ: 16



Á) 11 + 11 + 11 + � � � Â) 11� 11 + 11� 11 + � � � ×) 1 + 12 + 11 + 12 + 11 + � � �úÁÄÁÞÁ 6.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï s6 +r6 +q6 + � � � +p6| {z }2000 ÒÁÄÉËÁÌÏ× < 3úÁÄÁÞÁ 6.10. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÅÒÅ×ÏÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÒÏÂÉ × ÏÂÙË-ÎÏ×ÅÎÎÕÀ: 0; a1 : : : an(b1 : : : bm) = p=q, ÇÄÅp = a1 : : : an b1 : : : bm � a1 : : : anq = 99 : : : 9| {z }m 00 : : : 0| {z }n(ÚÁ�ÉÓØ a1 a2 : : : an , ËÁË ×ÓÅÇÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ n-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó �ÉÆÒÁÍÉ a1; a2; : : : ; an . îÁ�ÒÉÍÅÒ,0; 21516161616 : : : = 21516 � 21599000 .x 7 çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑðÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ. úÅÎÏÎ üÌÅÊÓËÉÊ (V ×. ÄÏ ò.è.), ÚÁÎÉÍÁÑÓØ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ Ï�ÒÉÒÏÄÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÔÅ�ÅÒØ �ÁÒÁÄÏËÓÏÍ úÅÎÏ-ÎÁ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÅÂÅ áÈÉÌÌÅÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏÇÎÁÔØ ÞÅÒÅ�ÁÈÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÓÔÁÄÉÉ (�ÒÉÍÅÒÎÏ 200 Í). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ áÈÉÌÌÅÓ ÉÄÅÔ ×Ä×ÏÅ ÂÙ-ÓÔÒÅÅ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ. ðÏËÁ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ, ÏÎÁ Õ�ÏÌÚÅÔÏÔ ÎÅÇÏ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÓÔÁÄÉÉ. ðÏËÁ áÈÉÌÌÅÓ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÜÔÉ �ÏÌ ÓÔÁÄÉÉ, ÞÅÒÅ�ÁÈÁ Õ�ÏÌÚÅÔ ÅÝÅÎÁ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÓÔÁÄÉÉ. úÁÔÅÍ áÈÉÌÌÅÓÕ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÏ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ 1=8 ÓÔÁÄÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ Õ�ÏÌ-ÚÅÔ, �ÏËÁ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÜÔÕ ÞÅÔ×ÅÒÔØ, �ÏÔÏÍ 1=16, 1=32 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÅÓØ �ÕÔØáÈÉÌÌÅÓÁ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÁÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅ�ÁÈÕ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔÙÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÁÓÔËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ä×ÏÅ ËÏÒÏÞÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, É ×ÏÚÎÉËÁÅÔÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊ �ÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ: Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅ�ÁÈÕ, ÉÂÏ ÉÄÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ,Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÏÎ ÂÅÚ ËÏÎ�Á ÏÔÓÔÁÅÔ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ �ÁÒÁÄÏËÓ úÅÎÏÎÁ. ëÁË É ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ,ÏÎ �ÏÈÏÖ ÎÁ ÆÏËÕÓ. äÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÑ ÆÏËÕÓ, ÉÌÌÀÚÉÏÎÉÓÔ ÏÂÙÞÎÏ ÏÔ×ÌÅËÁÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÅ �ÕÂÌÉËÉÏÔ �ÒÉÞÉÎ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ. �ÁË É úÅÎÏÎ | × Ó×ÏÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÏÎ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÏÔ×ÌÅËÁÑ ÎÁÛÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ËÁË ×ÒÅÍÑ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ, ×ÒÅÍÑ, ÚÁËÏÔÏÒÏÅ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅ�ÁÈÕ, �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ | × ÎÁÛÉ ÄÎÉ �ÏÄÏÂÎÙÅÚÁÄÁÞÉ ��ÒÏÈÏÄÑÔ� × �ÑÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË:úÁÄÁÞÁ 7.1. éÚ �ÕÎËÔÏ× A É â, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1ËÍ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÉ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÙÛÌÉ Ä×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ v1ËÍ=Þ É v2ËÍ=Þ, �ÒÉÞÅÍv1 > v2 (ÓÍ. ÒÉÓ. 7.1). þÅÒÅÚ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ É ÓËÏÌØËÏ �ÒÏÊÄÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÍÏÍÅÎÔÁ ×ÓÔÒÅÞÉ?úÁÄÁÞÁ 7.2. ðÕÓÔØ áÈÉÌÌÅÓ (�ÅÒ×ÙÊ �ÅÛÅÈÏÄ) ÉÄÅÔ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÓÔÁÄÉÊ × ÞÁÓ, Á ÞÅÒÅ�ÁÈÁ ×Ä×ÏÅÍÅÄÌÅÎÎÅÅ. ÷ÙÑÓÎÉÔÅ: 17



Á) ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ ÄÏÇÏÎÉÔ ÞÅÒÅ�ÁÈÕ;Â) ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ É ÞÅÒÅ�ÁÈÁ �ÒÏÊÄÕÔ Ó×ÏÉ �ÅÒ×ÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ;×) ÚÁ ËÁËÏÅ ×ÒÅÍÑ áÈÉÌÌÅÓ É ÞÅÒÅ�ÁÈÁ �ÒÏÊÄÕÔ Ó×ÏÉ n-ÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ;Ç) ËÁËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ áÈÉÌÌÅÓ �ÒÏÊÄÅÔ Ó×ÏÉ �ÅÒ×ÙÅ n ÏÔÒÅÚËÏ×;Ä) ËÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ;Å) ÒÁ×ÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÕ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÏÍ ÚÁÄ. 7.1 ?

òÉÓ. 7.1. ä×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ.úÁÄÁÞÁ 7.3. úÁ�ÉÛÉÔÅ ÏÂÝÉÊ �ÕÔØ, �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ áÈÉÌÌÅÓÏÍ, × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ É ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ1, ÎÁÊÄÑ �ÕÔØ ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ | ËÁË × ÚÁÄ. 7.1.úÁÄÁÞÁ 7.4. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÚÁÄ. 7.1 ÒÅÛÉÔÅ ÚÁÄ. 7.2 É ÚÁÄ. 7.3 × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏÁ) áÈÉÌÌÅÓ ÉÄÅÔ × 10 ÒÁÚ ÂÙÓÔÒÅÅ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ;Â) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ Ë ÓËÏÒÏÓÔÉ áÈÉÌÌÅÓÁ ÒÁ×ÎÏ q (ÇÄÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, 0 < q < 1).ëÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÷Ù �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ?úÁÄÁÞÁ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ �ÉÒÏÇÁ. îÁ Ó×ÏÉ ÉÍÅÎÉÎÙ áÌÅÛÁ ÕÇÏÝÁÌ Ó×ÏÉÈ ÛÅÓÔÅÒÙÈ ÇÏÓÔÅÊ �ÉÒÏ-ÇÏÍ. óÎÁÞÁÌÁ �ÉÒÏÇ ÂÙÌ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÒÁÚÌÏÖÅÎ �Ï ÔÁÒÅÌËÁÍ. çÏÓÔÉ Ó×ÏÉËÕÓËÉ ÓßÅÌÉ, Á áÌÅÛÁ ÒÁÚÄÅÌÉÌ Ó×ÏÀ ÞÁÓÔØ �ÉÒÏÇÁ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÒÏÚÄÁÌ ÉÈ ÇÏÓÔÑÍ.�Å ÓÎÏ×Á ÓßÅÌÉ Ó×ÏÉ �ÏÒ�ÉÉ, Á áÌÅÛÁ Ï�ÑÔØ ÒÁÚÄÅÌÉÌ Ó×ÏÀ ÄÏÌÀ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É Ô. Ä.ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ �ÉÒÏÇÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÏÛÅË, �ÒÉÌÉ�ÛÉÈË ÎÏÖÕ É ÔÁÒÅÌËÁÍ.úÁÄÁÞÁ 7.5. ëÁËÁÑ ÞÁÓÔØ �ÉÒÏÇÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ Õ áÌÅÛÉ, Á ËÁËÉÅ ÄÏÓÔÁÌÁÓØ ÇÏÓÔÑÍ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ,×ÔÏÒÏÇÏ, É n-ÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ? úÁ�ÉÛÉÔÅ × ×ÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÔÕ ÞÁÓÔØ �ÉÒÏÇÁ, ÞÔÏ ÓßÅÌÉÇÏÓÔÉ (Á ÓßÅÌÉ-ÔÏ ÏÎÉ ×ÅÓØ �ÉÒÏÇ!). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÷ÁÍÉ ÓÕÍÍÁ?úÁÄÁÞÁ 7.6. úÁ�ÉÛÉÔÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÕ ÞÁÓÔØ �ÉÒÏÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÓßÅÄÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅ n-ÇÏÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ?÷ ÉÓÔÏÒÉÉ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÉÒÏÇÁ, ËÁË É × �ÁÒÁÄÏËÓÅ úÅÎÏÎÁ, ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÏÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. �ÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ q 6= 0; 1, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ,Á ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.1ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ÌÉ ÷Ù ÕÖÅ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ × x 5 ? 18



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ b1; b2; : : : ; bk ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q ÍÙ ÉÍÅÅÍq = b2=b1 = b3=b2 = � � � = bk=bk�1 6= 0; 1.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 1, 2, 4, 8, 16, : : : | ÜÔÏ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2, Á ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 27, 9, 3, 1, 1=3, 1=9,1=27 | ÜÔÏ (ËÏÎÅÞÎÁÑ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ï ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 1=3. îÁÂÏÒ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÓËÁÖÅÍ, f 7 ; 11 g ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË (ÓÏ×ÓÅÍ ËÏÒÏÔÅÎØËÕÀ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 11=7. åÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1, �1, 1, �1, 1, �1, : : : . ëÁËÏ× ÔÕÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ?úÁÄÁÞÁ 7.7. ëÁËÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÷Ù �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÌÉ × ÚÁÄ. 7.1 É ÚÁÄ. 7.5 ?úÁÄÁÞÁ 7.8. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ (ÏÔ×ÅÔ ÏÂÏÓÎÕÊÔÅ):Á) k � 1k + k � 1k2 + � � � + k � 1kn + � � � .Â) k � 1k + k � 1k2 + � � � + k � 1knåÝÅ ÒÁÚ Ï ÍÅÔÏÄÅ áÒÈÉÍÅÄÁ. ÷ÅÒÎÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÎÁÄÏÌÇÏ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍ ÄÒÏÂÑÍ(ÓÍ. x 6) É ×Ó�ÏÍÎÉÍ, ËÁË ÍÙ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÏÂÙË-ÎÏ×ÅÎÎÕÀ: x = 0; 575757 : : :0; 01 x = 0; 005757 : : :0; 99 x = 0; 57 =) x = 57=99ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, É ÚÄÅÓØ Ó�ÒÑÔÁÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ!úÁÄÁÞÁ 7.9. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0; 1, 0; 01, 0; 001, : : : É 0; 57, 0; 0057, 0; 000057,: : : Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÍÉ. ëÁËÉÅ Õ ÎÉÈ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ? þÅÍÕÒÁ×ÎÙ ÉÈ ÓÕÍÍÙ? ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÍÉ É ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ.üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÅÔÏÄ áÒÈÉÍÅÄÁ ËÁË ÎÁ ÅÝÅ ÏÄÉÎ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ:S = 57100 + 571002 + 571003 + � � �1100 S = 571002 + 571003 + � � �99100 S = 57100 =) S = 5799úÁÄÁÞÁ 7.10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÍÅÔÏÄÏÍ áÒÈÉÍÅÄÁ ÓÕÍÍÙÁ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ: 53 + 59 + 527 + � � � ; Â) ËÏÎÅÞÎÕÀ: 53 + 59 + � � � + 53nóÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. �Å�ÅÒØ ×ÓÅ ÇÏÔÏ×Ï Ë ÔÏ-ÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.úÁÄÁÞÁ 7.11. ðÕÓÔØ a0; a1; a2 : : : | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ï ÚÎÁ-ÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁa0 + a1 + a2 + � � � = a01� qúÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÕÖÅ �ÅÌÙÈ ÔÒÉ �ÏÄÈÏÄÁ Ë ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÄ. 7.3 (Ä×ÉÖÅÎÉÅ), ÚÁÄ. 7.5 (ÄÅÌÅÎÉÅ �ÉÒÏÇÁ) É ÚÁÄ. 7.10 (Á) (áÒÈÉ-ÍÅÄÏ× ÍÅÔÏÄ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁÖÄÙÍÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÍÅÔÏÄÏ×. 19



úÁÄÁÞÁ 7.12. ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄ. 7.3, ÚÁÄ. 7.2, ÚÁÄ. 7.5, ÚÁÄ. 7.9, ÚÁÄ. 7.10 (Á), �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.úÁÄÁÞÁ 7.13. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉÚÁ�ÉÛÉÔÅ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ ÞÉÓÌÁ:0; 575757 : : :, 0; 36363636 : : :, 0; 714714 : : :, 0; 3121212 : : : .÷ ËÁËÕÀ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÞÉÓÌÏ 0; a1 : : : an (b1 : : : bm) ?ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅÖÅÎÉÅ. ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÎÅ ÒÁÚ ×ÙÞÉÓÌÑÌÉ ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ, ÎÅ ÚÁÄÁ×ÁÑÓØ ×Ï�ÒÏÓÏÍ �ÒÁ×ÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÎÁÓ, ËÏÎÅÞÎÏ,ÓÌÕÖÉÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÌÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÑÓÎÏÓÔØ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ, ×ÅÄØ ÓÕÍÍÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚÉÍÅÌÉ ×�ÏÌÎÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ �ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÊ� ÓÍÙÓÌ. óÌÅÄÕÅÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ÏÓÍÙ-ÓÌÅÎÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÓÕÍÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÒÁÚÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ É �ÙÔÁÔØÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ1 + 2 + 4 + 8 + 16 + � � � + 2n + � � ��ÏÓËÏÌØËÕ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÒÁÓÔÅÔ. çÏÒÁÚÄÏ ÈÕÖÅ ÄÅÌÏ ÏÂ-ÓÔÏÉÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ S = 1 � 1 + 1 � 1 + � � � + (�1)n+1 + � � � (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ �1). îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏS = 1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 + � � � = (1 � 1) + (1 � 1) + � � � = 0 + 0 + � � � = 0ïÄÎÁËÏ, ÓËÏÂËÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ É �Ï-ÄÒÕÇÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÁË:S = 1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 + � � � == 1 � (1� 1) � (1� 1) � (1� 1) = 1 � 0 � 0 � 0 � � � � = 1ë ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÕÄÒÕÞÁÀÝÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÍÅÔÏÄ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:S = 1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 + � � � = 1 � (1 � 1 + 1 � 1 + � � � ) = 1 � SÏÔËÕÄÁ S = 1� S, Á ÚÎÁÞÉÔ, 2S = 1 É S = 1=2. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ×Ù×ÏÄ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ| ÓÕÍÍÁ 1 � 1 + 1 � 1 + � � � ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ1. îÅ �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔ ÌÉ ÜÔÏÓÏÍÎÅÎÉÀ É ÎÁÛÉ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ? ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØÎÅ ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ qËÏÒÒÅËÔÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ jqj < 1 , Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ËÁË ÒÁÚ É ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ (É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ) �ÒÉÍÅÒÙ.1ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÒÁÄÉ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÆÉÚÉËÅ, Ó�Å�ÉÆÉËÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÕÍÍÁ, �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ É ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Å�Å ÞÉÓÌÅÎÎÙÍÚÎÁÞÅÎÉÅÍ; �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÄÎÏÍ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 1 � 1 + 1 �1 + � � � = 0, Á × ÄÒÕÇÏÍ, | ÞÔÏ 1 � 1 + 1 � 1 + � � � = 1=2.
20



x 8 åÝ�Å Ï ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊúÁÄÁÞÁ 8.1. óÕÍÍÁÍÉ ËÁËÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÁ) 77 : : : 7| {z }2000 ÒÁÚ Â) 0; 1313 : : : 13| {z }2000 ÒÁÚ ×) 0; 131313 : : : ?úÁÄÁÞÁ 8.2. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊÁ) × Ä×Á, Â) × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ Å�Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ;×) × ÔÒÉ, Ç) × Ä×Á ÒÁÚÁ ÍÅÎØÛÅ Å�Å �ÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.úÁÄÁÞÁ 8.3. ðÕÓÔØ a1; a2 : : : | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏa2 = a1 � q, a3 = a2 � q = a1 � q2. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ an ÞÅÒÅÚ a1 É n (Ô. Å. ÎÁ�ÉÛÉÔÅ �ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÝÅÇÏÞÌÅÎÁ�).úÁÄÁÞÁ 8.4. (óÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ) ðÕÓÔØ a1; a2; : : : ; an | ËÏÎÅÞ-ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ q, ÇÄÅ q ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÏÅÎÕÌÀ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Å. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÅ ÓÕÍÍÁS = a1 + a2 + � � � + an = a1 � 1� qn1� qéÎÔÅÒÅÓÎÏ, ËÏÇÏ ÷Ù, ÒÅÛÁÑ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ×ÙÂÒÁÌÉ ÓÅÂÅ × �ÏÍÏÝÎÉËÉ | áÒÈÉÍÅÄÁ, áÈÉÌÌÅÓÁ ÉÌÉ�ÒÁÚÄÎÉÞÎÙÊ �ÉÒÏÇ? íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ×Ó�ÏÍÎÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏ×:x2 � y2 = (x� y)(x+ y) x2 � 1 = (x� 1)(x+ 1)x3 � y3 = (x� y)(x2 + xy + y2) x3 � 1 = (x� 1)(x2 + x+ 1)É �Ï�ÒÏÂÕÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ × ÜÔÉ ÒÑÄÙ ÄÁÌØÛÅ ×ÎÉÚ (ÚÁ�ÏÌÎÉÔÅ �ÒÏ�ÕÓËÉ):x4 � y4 = (x� y)(: : :+ : : :+ : : :+ : : :) x4 � 1 = (x� 1)(: : :+ : : :+ : : :+ : : :)x5 � y5 = (x� y)(: : :+ : : :+ : : :+ : : :+ : : :) x5 � 1 = (x� 1)(: : :+ : : :+ : : :+ : : :+ : : :)úÁÄÁÞÁ 8.5. þÔÏ �Ï ÷ÁÛÅÍÕ ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÔÏÞÉÊ × ÆÏÒÍÕÌÁÈxn � yn = (x� y)( : : : ) É xn � 1 = (x� 1)( : : : )äÏËÁÖÉÔÅ ×ÙÓËÁÚÁÎÎÙÅ ÷ÁÍÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ) É ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ.éÔÁË, ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏ×.úÁÄÁÞÁ 8.6. þÔÏ ÷Ù ÍÏÖÅÔÅ ÓËÁÚÁÔØ �Ï �Ï×ÏÄÕ xn + yn (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n) ?óÒÅÄÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ. îÁÚ×ÁÎÉÅ �ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ� Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÁËÉÍ ÅÅ ÚÁ-ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÒÁÊÎÉÈ1Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ, ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ (ÉÌÉ ÓÒÅÄÎÉÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ)Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ b É , ÅÓÌÉ a = pb (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.1), ÞÔÏ ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ËÁËa2 = b, ÉÌÉ ËÁË =a = a=b.1Ô. Å. �ÅÒ×ÏÇÏ, Á ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ, | ÔÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ21



������HHHHHHHHHHHHb pb �� S2 S1S3òÉÓ. 8.1. óÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ. òÉÓ. 8.2. äÅÌÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ.úÁÄÁÞÁ 8.7. äÏËÁÖÉÔÅ, × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ, ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ, ÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.úÁÄÁÞÁ 8.8. äÏËÁÖÉÔÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎÒÁ×ÅÎ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.úÁÄÁÞÁ 8.9. ðÕÓÔØ a1; a2; : : : ; an | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ (ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ q 6= 0; 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ qa1 , qa2 , : : :, qanÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ.ëÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a1; a2; : : : ; an ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÄÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÉ qa1 , qa2 , : : :, qan ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄ. 8.7?úÁÄÁÞÁ 8.10. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 1 + 11 + 111 + � � � + 11 : : : 111| {z }2000 ÅÄÉÎÉ�.úÁÄÁÞÁ 8.11. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Ó �ÌÏÝÁÄØÀ S. òÁÚÏÂØÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 4 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÇÏÌÏË, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. þÅÔ×ÅÒÔÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÎÏ×Á ÒÁÚÏÂØÅÍÎÁ 4 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÉÚ ÔÒÅÈ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÕÇÏÌÏË, Á Ó ÞÅÔ×ÅÒÔÙÍ �ÒÏÄÅÌÁÅÍ ÔÕ ÖÅÏ�ÅÒÁ�ÉÀ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.2), �ÏËÁ ×ÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÕÇÏÌËÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊÆÏÒÍÙ, ÎÏ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ÕÇÏÌËÏ× S1; S2; S3 : : : ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓ-ÓÉÀ. îÁÊÄÉÔÅ Sn.Â) ÷Ù�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ S1 + S2 + � � � + Sn É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕS1 + S2 + S3 + � � � .úÁÄÁÞÁ 8.12�. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ Ë×ÁÄÒÁÔ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁm2 ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Á ÕÇÏÌÏË ÂÅÒÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ × m� 1 Ë×ÁÄÒÁÔ (ÄÌÑ m = 3 ÜÔÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏÎÁ ÒÉÓ. 8.3 ).
pp p S2 S1S3òÉÓ. 8.3. �ÏÌÓÔÙÅ ÕÇÏÌËÏ×. òÉÓ. 8.4. �ÏÎËÉÅ ÕÇÏÌËÏ×.22



úÁÄÁÞÁ 8.13�. òÅÛÉÔÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÕÇÏÌÏË ÂÅÒÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ × 1 Ë×Á-ÄÒÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 8.4 ÄÌÑ m = 3)úÁÄÁÞÁ 8.14. ÷ ËÕÂËÅ �Ï ÆÕÔÂÏÌÕ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ 256 ËÏÍÁÎÄ. ëÕÂÏË ÒÁÚÙÇÒÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊÓÉÓÔÅÍÅ | �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÀÝÉÊ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ. óËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÍÁÔÞÅÊ, ÞÔÏÂÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÏÂÌÁÄÁÔÅÌÑ ËÕÂËÁ?úÁÄÁÞÁ 8.15. �ÏÒÇÏ×Å� �ÒÉÎÅÓ ÎÁ ÒÙÎÏË ÍÅÛÏË ÏÒÅÈÏ×. ðÅÒ×ÙÊ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ ËÕ�ÉÌ ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ,×ÔÏÒÏÊ | Ä×Á ÏÒÅÈÁ, ÔÒÅÔÉÊ | ÞÅÔÙÒÅ, ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ | ×ÏÓÅÍØ É Ô. Ä.: ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �Ï-ËÕ�ÁÔÅÌØ �ÏËÕ�ÁÌ ×ÄÏ×Å ÂÏÌØÛÅ ÏÒÅÈÏ×, ÞÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ËÕ�ÉÌ 50 ËÇ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ Õ�ÒÏÄÁ×�Á ÏÓÔÁÌÓÑ ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ. óËÏÌØËÏ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÏÒÅÈÏ× ÂÙÌÏ Õ �ÒÏÄÁ×�Á × ÎÁÞÁÌÅ?úÁÄÁÞÁ 8.16. îÁ Ï×ÏÝÅÂÁÚÕ ÚÁ×ÅÚÌÉ ÔÏÎÎÕ ËÁÒÔÏÆÅÌÑ. äÉÒÅËÔÏÒÕ ÂÁÚÙ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÚÁ 1 ÒÁÚ ÎÁ-�ÒÁ×ÉÔØ × ÍÁÇÁÚÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄÅÓÑÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ Ï×ÏÝÅÂÁÚÅËÁÒÔÏÆÅÌÑ. õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ÅÍÕ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÏÓÔÕ�É×ÛÅÇÏ ËÁÒÔÏÆÅÌÑ? á 900 ËÇ?á 999 ËÇ?úÁÄÁÞÁ 8.17. (ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÚÄÅÌÁ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×Á)Á) óÔÁÒÛÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÂÒÁÔØÅ× �ÏÌÕÞÉÌ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×Ï É ÏÔÄÁÌ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÊ ÉÍ ÓÕÍÍÙ. �ÏÔ, ÉÚ Õ×ÁÖÅÎÉÑ Ë ÓÔÁÒÛÉÎÓÔ×Õ, ×ÏÚ×ÒÁÔÉÌ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙÓÔÁÒÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ, ÓÔÁÒÛÉÊ ÖÅ ÓÎÏ×Á ×ÅÒÎÕÌ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÍÌÁÄÛÅÍÕ ÂÒÁÔÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ÷ ËÁËÏÍÏÔÎÏÛÅÎÉÉ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÂÒÁÔØÑÍÉ?Â) ëÁË ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÂÒÁÔ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ ÄÒÕÇÏÍÕ ÎÅ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÁÏÄÎÕ n-ÔÕÀ ÞÁÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÄÏÌÉ?×) ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÞÔÏÂÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÄÉÎ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÌ 51%, ÁÄÒÕÇÏÊ | 49%?Ç) ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÞÔÏÂÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÎÉ �ÏÄÅÌÉÌÉÓØ ÂÙ �ÏÒÏ×ÎÕ?úÁÄÁÞÁ 8.18�. éÍÅÅÔÓÑ n ÇÉÒØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÂÒÁÔØ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ �Ï ×ÅÓÕ ËÕÞÉ, ÅÓÌÉ ×ÅÓÁÇÉÒØ ÓÕÔØÁ) 1, 2, 4, 8, 16, : : :, 2n ÇÒÁÍÍÏ×? Â) 1, 3, 9, 27, 81, : : :, 3n ÇÒÁÍÍÏ×?úÁÄÁÞÁ 8.19. óÅÒÅÖÁ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÓÁ ÄÏÍÏÊ �Ï ÄÏÒÏÇÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ 10 ËÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏóÅÒÅÖÁ ×ÙÛÅÌ ÎÁ ÄÏÒÏÇÕ, ÅÇÏ ×ÅÒÎÙÊ �ÅÓ âÉÍ �ÕÓÔÉÌÓÑ ÂÅÖÁÔØ Ë ÄÏÍÕ, Á ÄÏÂÅÖÁ× ÄÏ ÄÏÍÁ,ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ �Ï×ÅÒÎÕÌ É �ÏÂÅÖÁÌ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë óÅÒÅÖÅ; ÄÏÂÅÖÁ× ÄÏ óÅÒÅÖÉ, ×ÎÏ×Ø �ÏÂÅÖÁÌ Ë ÄÏÍÕÉ Ô.Ä. ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ óÅÒÅÖÁ ÎÅ �ÒÉÛÅÌ ÄÏÍÏÊ. óËÏÒÏÓÔÉ óÅÒÅÖÉ É âÉÍÁ ÂÙÌÉ ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ�ÏÓÔÏÑÎÎÙ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ É ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 5 ËÍ/Þ É 15 ËÍ/Þ. îÁÊÄÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÉÌÏÍÅÔÒÏ×�ÒÏÂÅÖÁÌ âÉÍ:Á) ×ÓÅÇÏ; Â) �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ÄÏÍÕ; ×) �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÔ ÄÏÍÁ.
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x 9 äÒÕÇÉÅ �ÒÉ�ÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑëÁË ÷Ù ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ×ÓÅ ÎÉÔÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÉ×ÑÚÁÎÙ Ë ÓÕÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ Ó ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅËÚÒÅÎÉÑ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÄÌÑ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ: × x 2 �ÏÑ×ÉÌÉÓØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ| ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ; × x 3 ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÉÌÉ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÕÍÍÙ É ÄÒÕÇÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ; × x 4 ÓÕÍÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏ-ÇÒÅÓÓÉÉ ÂÙÌÁ (Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ) ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ. äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÏ ÞÅÔÙÒÅ Ó�ÏÓÏÂÁ: Ä×Á ÂÙÌÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó áÈÉÌÌÅÓÏÍ É áÒÈÉÍÅÄÏÍ, ÔÒÅÔÉÊ | Ó ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅÍ�ÉÒÏÇÁ, É ÅÝÅ ÏÄÉÎ ×ÏÚÎÉË ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÔÉ�Á ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÕÂÏ×.÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �ÏÚÎÁËÏÍÉÍ ÷ÁÓ Ó ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ �ÒÉÅÍÁÍÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÅ Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ Ó ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÊ. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×Ó�ÏÍÎÉÍ ÚÁÄ. 5.2,ÇÄÅ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ12 + 16 + 112 + � � � + 1n(n + 1) :÷Ù�ÏÌÎÑÑ × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ ÛËÏÌØÎÙÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÀ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ,÷Ù ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÉ ÔÉ�Á 1=6, 1=12 ÉÌÉ 1=20 ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÈ:16 = 12 � 13 ; 112 = 13 � 14 ; 120 = 14 � 15üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÞÌÅÎÁÍ ÓÕÍÍÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ1k � (k + 1) = 1k � 1k + 1ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k (ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÜÔÏ!). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,12 + 16 + 112 + � � � 1n(n+ 1) == �1� 12� + �12 � 13� + �13 � 14� + � � � + � 1n� 1 � 1n� + � 1n � 1n+ 1�åÓÌÉ ÔÅ�ÅÒØ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ, ÓÏËÒÁÔÑÔÓÑ É ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ 12 + 16 + 112 + � � � + 1n(n+ 1) = 1� 1n+ 1 = nn+ 1 :óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ðÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÅÊ. ïÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÕÍÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈÞÉÓÅÌ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË ×ÓÅ ��ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ� ÞÌÅÎÙ ÓÏËÒÁÔÉÌÉÓØ É ÏÓÔÁ-ÌÉÓØ ÌÉÛØ Ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.úÁÄÁÞÁ 9.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + 3 + � � � + (2n + 1) ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ. ëÁËÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÎÁËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÷ÁÛÅÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ?úÁÄÁÞÁ 9.2. îÁÊÄÉÔÅ 1 � 1! + 2 � 2! + � � � + n � n! É 12! + 23! + � � � + n(n+ 1)! . þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑÓÕÍÍÁ 12! + 23! + 34! + � � � ? 24



úÁÄÁÞÁ 9.3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:Á) 11 � 3 + 13 � 5 + 15 � 7 + � � � + 199 � 101Â) 11 � 2 � 3 + 12 � 3 � 5 + 13 � 4 � 5 + � � � + 199 � 100 � 101×) 1a1a2 + 1a2a3 + � � � + 1anan+1 , ÇÄÅ a1; a2; : : : ; an | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ.òÅÛÁÑ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÷Ù, ×ÉÄÉÍÏ, ÄÏÇÁÄÁÌÉÓØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÍÅÔÏÄ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚ-ÎÏÓÔÅÊ | ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÉÌÉÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Â�ÏÌØÛÁÑ ÉÈ ÞÁÓÔØ ÓÏËÒÁ-ÝÁÌÁÓØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÉÌÉ ÌÅÇËÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÌÁÓØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÅÔÒÁÓÝÅ�ÉÔØÓÑ É ÎÁ Ä×Á, É ÎÁ ÔÒÉ, É ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÏÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÕÍÍÙ. ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÕ ÍÙÓÌØ ÒÅÛÅÎÉÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÄÁÞÁ 9.4. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ 1 � 2 + 2 � 22 + 3 � 23 + 4 � 24 + � � � + n � 2n ?úÁ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ×ÉÄÅ k � 2k = 2k + 2k + � � � + 2k| {z }k ÛÔÕË . �ÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ:1 � 2+2 � 22+3 � 23+ � � � +(n� 1) � 2n�1+n � 2n== 2 + 22 + 23 + � � � + 2n�1 + 2n ++ 22 + 23 + � � � + 2n�1 + 2n ++ 23 + � � � + 2n�1 + 2n +� � � � � � � � �+ 2n�1 + 2n ++ 2nåÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÕÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × �ÅÒ×ÏÊÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ 2 + 22 + � � � + 2n = 2 � 2n � 12� 1 = 2n+1 � 2, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ | 2+ 23 + � � � + 2n =22 � 2n�1 � 12� 1 = 2n+1 � 22, × ÔÒÅÔØÅÊ | 2n+1 � 23, É Ô. Ä. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÉÔ 2n, ËÏÔÏÒÏÅÍÙ ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÔÏÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË 2n+1� 2n. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ(2n+1 � 2) + (2n+1 � 4) + � � � + (2n+1 � 2n) == �2n+1 + 2n+1 + � � � + 2n+1| {z }n ÒÁÚ �� �2 + 4 + � � �+ 2n� = n � 2n+1 � 2 � 2n � 12� 1 == n � 2n+1 � (2n+1 � 2) = 2 + 2n+1(n� 1):�Å�ÅÒØ ÄÁ×ÁÊÔÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ.íÅÔÏÄ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. òÅÛÁÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀÓÕÍÍÕ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÁÂÌÉ�Ù ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ × Ä×ÕÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ | �ÏÓÔÒÏËÁÍ É �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ. �ÁËÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÊÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ëÏÒÏÔËÏ ÎÁÛÅ �ÒÅ-
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ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ1 ÔÁË:nXk=1 k � 2k = nXk=1�2k + 2k + � � � + 2k| {z }k ÒÁÚ � = nXk=1 kXi=1 2kúÁÔÅÍ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ (ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÄÁÅÔ ÎÁÛÉ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ k � 2k), ÍÙ �ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÌÉ ÅÅ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ:nXk=1 kXi=1 2k = nXi=1 nXk=1 2k = nXi=1 �2n+1 � 2i� = n 2n+1 � nXi=1 2i = (n� 1) 2n+1 + 2ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ × Ä×ÏÊÎÕÀ Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ ÓÕÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ×ÙÛÅ,ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑÓÕÍÍÁ.úÁÄÁÞÁ 9.5. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ 1 � q + 2 � q2 + 3 � q3 + 4 � q4 + � � � + n � qn.úÁÄÁÞÁ 9.6. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ (ÅÓÌÉ ÷Ù ÅÅ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÌÉ) ÓÕÍÍÕ1 + 11 + 111 + 1111 + � � � + 111 : : : 1| {z }n :úÁÄÁÞÁ 9.7. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÙÁ) n � x+ (n� 1) � x2 + (n� 2) � x3 + � � � + 2 � xn�1 + 1 � xn;Â) nPk=1 k � (k + 1) � xk;×) 1 + 32 + 54 + 98 + 1716 + � � � (×ÓÅÇÏ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔÚÁÒÁÎÅÅ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÔÏÇÏ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÌÁÓØ × ×ÉÄÅ:�12 � 02�+ �22 � 12�+ �32 � 22�+ �42 � 32�+ � � � + �(n+ 1)2 � n2� == (n + 1)2 � 02 = (n+ 1)2 :ëÁËÕÀ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ? ïÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ak = (k + 1)2 � k2 = 2k + 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÉÒÕÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ n ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:1 + 3 + 5 + � � � + (2n+ 1) = (n+ 1)2 :üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ É ÓÕÍÍÕ 1 + 2 + � � � + n ×ÓÅÈ �ÅÒ×ÙÈ n ÞÉÓÅÌ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ(n+ 1)2 = 1 + 3 + 5 + � � � + (2n+ 1) == (2 � 0 + 1) + (2 � 1 + 1) + (2 � 2 + 1) + � � � + (2 � n+ 1) == 2 � (0 + 1 + 2 + � � � + n) + �1 + 1 + 1 + � � � + 1| {z }(n+ 1) ÒÁÚ � == 2 (1 + 2 + � � � + n) + n ;1�ÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ÓÍ. �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ × ËÏÎ�Å ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ26



×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ 2 (1 + 2 + � � � + n) + n + 1 = (n+ 1)2, ÏÔËÕÄÁ1 + 2 + � � � + n = 12 �(n+ 1)2 � (n+ 1)� = n (n+ 1)2 :âÏÌÅÅ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:(n+ 1)2 � n2= (2n+ 1) � 1= 2n+ 1+ n2 � (n� 1)2=(2n� 1) � 1=2n� 1+(n� 1)2 � (n� 2)2=(2n� 3) � 1=2n� 3+ . . . . . . . . . . . . . . . .+ 32 � 22= (3 + 2) � 1 = 2 � 2 + 1+ 22 � 12= (2 + 1) � 1 = 2 � 1 + 1+ 12 � 02= (1 + 0) � 1 = 2 � 0 + 1(n+ 1)2=(2n+ 1) + (2n� 1) + (2n� 3) + � � � + 5 + 3 + 1úÁÄÁÞÁ 9.8. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ËÕÂÏ× �ÁÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ, ÎÁÊÄÉÔÅ 12 + 22 + � � � + n2.úÁÄÁÞÁ 9.9. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ (n+ 1)4 � n4 ? îÁÊÄÉÔÅ Ó ÅÅ�ÏÍÏÝØÀ ÓÕÍÍÕ ËÕÂÏ× �ÅÒ×ÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.úÁÄÁÞÁ 9.10. ëÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ qn+1 � qn É ËÁËÉÅ ÓÕÍÍÙÍÏÖÎÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ Ó ÅÅ �ÏÍÏÝØÀ?úÁÄÁÞÁ 9.11. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁË, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ × ÄÕÈÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÅÈ ÚÁÄÁÞ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÔÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ËÕÂÙ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ �ÅÒ-×ÙÈ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Á ×ÙÞÉÔÁÑ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ËÕÂÏ×.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÖÅÌÁÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÕÍÍ�ÑÔÙÈ, ÛÅÓÔÙÈ É Ô. Ä. ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. üÔÁ ÚÁ×ÏÒÁÖÉ×ÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÏÌÄÏ×Ù×ÁÌÁ ÍÎÏÇÉÈ ×ÅÌÉËÉÈÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. �ÁË, ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ (1654{1705) × Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ Ars Conjetandi Ó ÇÏÒÄÏÓÔØÀ �É-ÓÁÌ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÍÏÇ �ÓÌÏÖÉÔØ ÄÅÓÑÔÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÅÒ×ÏÊ ÔÙÓÑÞÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ ÚÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÞÁÓÁ�1, Á × �ÅÒ×ÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÖÕÒÎÁÌÁ �ë×ÁÎÔ� ÚÁ 1989 Ç. ÁËÁÄÅÍÉËé. í. çÅÌØÆÁÎÄ ×Ó�ÏÍÉÎÁÌ, ÞÔÏ × ÀÎÏÛÅÓËÉÅ ÇÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ �Ï×ÌÉ-ÑÌÏ ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. éÔÁË, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sk(n) ÓÕÍÍÕ k-ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ�ÅÒ×ÙÈ n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ:S0(n) = 10 + 20 + � � � + n0 = 1 + 1 + 1 + � � � + 1| {z }n = nS1(n) = 11 + 21 + � � � + n1 = 1 + 2 + � � � + n = n (n+ 1)=2S2(n) = 12 + 22 + � � � + n2S3(n) = 13 + 23 + � � � + n3 É Ô. Ä.úÁÄÁÞÁ 9.12. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ S2(n) ÞÅÒÅÚ S1(n) É S0(n), ÚÁÔÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔÅ S3(n) ÞÅÒÅÚ S0(n), S1(n) É S2(n).äÁÌÅÅ, ÎÁÊÄÉÔÅ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ S4(n) = 14 + 24 + � � � + n4 É S5(n) = 15 + 25 + � � � + n5.1óÍ. ÕÖÅ �ÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ËÎÉÇÕ: ë.áÊÅÒÌÅÎÄ, í.òÏÕÚÅÎ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀÞÉÓÅÌ. í., �íÉÒ�, 1987. 27



úÁÄÁÞÁ 9.13��. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÓÕÍÍÕ k-ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅ�Å-ÎÅÊ.ïÔ×ÅÔ Ë �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ �ÒÏÓÔ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÂ Sk(n) ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ËÏÅ-ÞÔÏ.úÁÄÁÞÁ 9.14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sk(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (k+1)-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÏÔ n É ×ÙÑÓÎÉÔÅ ÞÅÍÕÕ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÙÁ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n;Â) ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.úÁÄÁÞÁ 9.15��. ðÏÄÕÍÁÊÔÅ, ÞÔÏ ÂÙ ÷Ù ÍÏÇÌÉ ÅÝÅ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Sk(n)áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÉ×ÙÈ �ÒÉÅÍÏ× ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅ-ÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, Á ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÕÍÍÙ×ÉÄÁ 1Pn=1nqn ÉÌÉ 1Pn�1 qnn ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ q. �Å, ËÔÏ ÕÍÅÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�É-ÒÏ×ÁÔØ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ S(q) = 1Xn=0 nqn�1 ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f(q) = 1Xn=0 qn = 11� q . ðÏÜÔÏÍÕ, S(q) = f 0(q) = � 11� q�0 = 1(1� q)2 .äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÖÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÕÍÍÙ 1Xn=0 1n+ 1 qn+1 ÎÕÖÎÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, �ÒÏÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÕÎË-�ÉÀ f(q) = 11� q .x 10 óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �ÒÉÅÍÙ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ,Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ, ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ðÒÏÞÔÑ ÜÔÏÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ, ÷Ù �ÒÏ×ÅÒÉÔÅ, ÈÏÒÏÛÏ ÌÉ ÷Ù ÏÓ×ÏÉÌÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅÒÁÚÄÅÌÙ ( Á ÅÓÌÉ ÖÅ ÷Ù ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌÉ ÞÉÔÁÔØ ËÎÉÇÕ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÅ ÈÏÒÏÛÅÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ï ×ÓÅÍ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÉ).îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ�ÅÒ×ÙÈ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ÎÁÏÂÏÒÏÔ:12 + 22 + � � � + n2 = 2 (T1 + T2 + � � � + Tn)� n (n + 1)2T1 + T2 + � � � + Tn = 12 �12 + 22 + � � � + n2�+ n (n+ 1)4
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÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,T1 + T2 + � � � + Tn = 1 � 22 + 2 � 32 + � � � + n � (n+ 1)2 == 12 �12 + 1 + 22 + 2 + � � � + n2 + n� == 12 �12 + 22 + � � � + n2�+ 12 (1 + 2 + � � � + n) == 12 �12 + 22 + � � � + n2�+ n (n+ 1)4 :ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÑ ÏÄÎÕ ÓÕÍÍÕ, ÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ É ÄÒÕÇÕÀ.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. þÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ (Ô. Å. ÒÁÚÒÅÚÁÑ É ÓËÌÁÄÙ×ÁÑ) ÎÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ×ÍÅÓÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØËÕÂÉËÉ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÉÓÏ×ÁÔØ ÏÂßÅÍÎÙÅ ËÁÒÔÉÎËÉ. ðÅÒ×ÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÅ�ÅÒØ ÉÚÏ-ÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ËÕÂÉËÏÍ, ×ÔÏÒÏÅ | ÔÒÅÍÑ É Ô. Ä., ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 10.1:???
òÉÓ. 10.1. �ÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏÓÔÁ×É× ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÔÁËÉÅ ÆÉÇÕÒËÉ ÉÚ ËÕÂÉËÏ×, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ ÓÕÍÍÙ �ÅÒ×ÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ1, ËÁË ÎÁÒÉÓ. 10.2 (×�ÒÏÞÅÍ, ÖÅÌÁÀÝÉÅ ÍÏÇÕÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ËÕÂÉËÏ× É ÇÌÑÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 10.3). ðÏÜÔÏÍÕÓÕÍÍÁ ðn def= T1 + T2 + � � � + Tn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ n-ÔÙÍ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.??? ???

òÉÓ. 10.2. òÉÓ. 10.3.÷ x 3 ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n-ÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÌÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ËÁË ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3.2, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÕÂÉËÏ×�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10.4:???1ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ ÉÌÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÉÍÅÀÝÉÊ 4 ×ÅÒÛÉÎÙ 4 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÉ29



òÉÓ. 10.4.ðÏÄÏÂÎÙÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n-ÇÏ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÍ �ÉÒÁÍÉÄÕ,�ÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10.3, ÄÏ �ÒÑÍÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉÚÍÙ ÉÌÉ ÖÅ ÄÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅ-ÌÅ�É�ÅÄÁ | ÏÂßÅÍÙ ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÔÅÌ ÌÅÇËÏ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ.äÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ ×ÙÓÏÔÙ n ÄÏ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÊ �ÒÉÚÍÙ ×ÙÓÏÔÙ n+1 �ÏËÁ-ÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5: ???
òÉÓ. 10.5.úÁÄÁÞÁ 10.1. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ �ÒÉÚÍÙ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5 (Ô. Å. ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ËÕÂÉËÏ× ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÅÅ�ÏÓÔÒÏÊËÕ).ðÏÇÌÑÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÒÉÓ. 10.5 �Ï×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÅÅ. óÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÚÁ�ÏÌÎÑÀÝÉÊ k-ÔÙÊ, ÓÞÉÔÁÑ Ó×ÅÒÈÕ, ÜÔÁÖ ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÉÒÁÍÉÄÙ, ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÉÚ-�ÏÄ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ (k � 1)-ÏÇÏÜÔÁÖÁ ÒÏ×ÎÏ k ËÒÁÊÎÉÍÉ ËÕÂÉËÁÍÉ, ÉÄÕÝÉÍÉ �Ï ÅÇÏ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÅ. þÔÏÂÙ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÄÏ ×ÅÒÈÁ�ÒÉÚÍÙ, ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ k ×ÙÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ ËÕÂÉËÏ× ÎÕÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÏÌÂÉË ×ÙÓÏÔÏÊ ×k ËÕÂÉËÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÄ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÝÅÊ ÞÁÓÔØÀ k-ÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ÜÔÁÖÁ �ÉÒÁÍÉÄÙ × �ÒÉÚÍÅÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ k2 ËÕÂÉËÏ×. óËÌÁÄÙ×ÁÑ �Ï ×ÓÅÍ ÜÔÁÖÁÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ �ÒÉÚÍÙ ÒÁ×ÅÎT1 + T2 + � � � + Tn + 12 + 22 + � � � + n2 == T1 + T2 + � � � + Tn + 2 (T1 + T2 + � � � + Tn)� n (n + 1)2�Å�ÅÒØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÉÚ ÚÁÄ. 10.1.úÁÄÁÞÁ 10.2. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁÄ. 10.1, ÒÉÓ. 10.5 É �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ12 + 22 + � � � + n2 É T1 + T2 + � � � + Tn .ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ×ÍÅÓÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ �ÒÉÚÍÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ �Á-ÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ÉÌÉ ËÕÂ.úÁÄÁÞÁ 10.3. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÕ, ÏÓÔÁÀÝÕÀÓÑ �ÏÓÌÅ ×ÙÒÅÚÁÎÉÑ ÉÚ ËÕÂÁ ÒÁÚÍÅÒÁ n�n�n ÕÇÌÏ×ÏÇÏËÕÂÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (n� 1)� (n� 1)� (n� 1). ëÁËÏÊ Õ ÎÅÅ ÏÂßÅÍ ?ïÔ×ÅÔ ÎÁ �ÅÒ×ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÎÁ ÒÉÓ. 10.6, Á ÒÑÄÏÍ, ÎÁ ÒÉÓ. 10.6, �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁËÉÚ ÔÁËÉÈ ÆÉÇÕÒÏË ÓÌÏÖÉÔØ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÁ n� n� n.úÁÄÁÞÁ 10.4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÒÉÓ. 10.6 É ÒÉÓ. 10.6??? ???

òÉÓ. 10.6. òÉÓ. 10.7.30



ä×ÏÊÎÏÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÔÏÄÏÍ Ä×ÏÊ-ÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ Tk = 1 + 2 + 3 + � � � + k , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØT1 + T2 + T3 + � � � + Tn�1 + Tn == 1 + 1 + 1 + � � � + 1 + 1 ++ 2 + 2 + � � � + 2 + 2 ++ 3 + � � � + 3 + 3 +� � � � � � � � �+(n� 1)+ (n� 1)++ näÏ�ÏÌÎÉÍ ÜÔÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ1 + 1 + 1 + � � �+ 1 + 1 ++ 2 + 2 + 2 + � � �+ 2 + 2 ++ 3 3 + 3 + � � �+ 3 + 3 +� � � � � � � � � � � � � � � � � �+(n� 1)+ (n� 1)+ (n� 1)+ � � �+(n� 1)+ (n� 1)++ n + n + n + n + n + nóÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁ×ÎÁ Tn = n (n+ 1)2 , É ÚÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÒÁ×ÎÁ n2(n+ 1)2 . ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ ÏÄÎÕÄ×ÏÊËÕ, × ÔÒÅÔØÅÊ | Ä×Å ÔÒÏÊËÉ, Ô. Å. 2 � 3, × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ | ÔÒÉ ÞÅÔ×ÅÒËÉ, Ô. Å. 3 � 4, É Ô. Ä.îÁËÏÎÅ�, Ë n-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ �ÒÉÂÁ×ÉÌÏÓØ n (n� 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÂÏÌØÛÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. ÎÁ1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + � � � + (n� 1)n = 2 (T1 + � � � + Tn�1) :íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:T1 + T2 + � � � + Tn + 2 (T1 + T2 + � � � + Tn�1) = n2(n + 1)2ÏÔËÕÄÁ 3 (T1 + � � � + Tn)� 2Tn = n2(n+ 1)2 , Ô. Å.3 (T1 + T2 + �+ Tn) = n2(n + 1)2 + n (n+ 1) = n(n+ 1)(n+ 2)2 ;É ÚÎÁÞÉÔ, T1+T2+ �+Tn = 16 n (n+1) (n+2). îÅ �ÒÁ×ÄÁ ÌÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ Ó�ÏÓÏÂÄ×ÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÞÅÍ ÔÏ �ÏÈÏÖ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ?úÁÄÁÞÁ 10.5. ðÅÒÅ�ÉÛÉÔÅ ÷ÁÛÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄ. 10.2 ÎÁ ÑÚÙËÅ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÷ÁÍ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÑÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ! ).úÁÄÁÞÁ 10.6. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÏÊÎÏÇÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÊÄÉÔÅ:Á) ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 12 + 22 + � � � + n2; 31



Â) ÓÕÍÍÕ ËÕÂÏ× 13 + 23 + � � � + n3;×) ÓÕÍÍÕ �ÅÒ×ÙÈ n �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ð1 +ð2 + � � � +ðn, ÇÄÅðk = T1 + T2 + � � � + Tk = k(k + 1)(k + 2)6 :ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. åÝÅ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÓÎÏ-×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÚ ÚÁÄ. 2.12, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊTn+k = Tn + Tk + n � k :ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØT1 + T2 + T3 + T4 + � � � + T2n�1 + T2n == (T1 + T2) + (T3 + T4) + � � � + (T2n�1 + T2n) = 22 + 42 + �+ (2n)2 == 4 �12 + 22 + � � � + n2� = 8 (T1 + T2 + � � � + Tn )� 2n (n+ 1) :ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑTn+1 + Tn+2 + � � � + Tn+n == (Tn + T1 + n � 1) + (Tn + T2 + n � 2) + � � � + (Tn + Tn + n � n) == nTn + T1 + T2 + � � � + Tn + n (1 + 2 + � � � + n) == 2nTn + (T1 + T2 + � � � + Tn) :É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØT1 + T2 + � � � + Tn + Tn+1 + � � � + T2n == (T1 + T2 + � � � + Tn) + 2nTn + (T1 + T2 + � � � + Tn) == 2 (T1 + T2 + � � � + Tn) + 2nTn :óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ä×Á �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ T1 + � � � + T2n, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ8 (T1 + T2 + � � � + Tn)� 2n (n+ 1) = 2 (T1 + T2 + � � � + Tn) + 2nTn ;ÏÔËÕÄÁ 6 (T1 + T2 + � � � + Tn) = 2nTn + 2n (n+ 1) = n (n+ 1) (n+ 2).÷ÔÏÒÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ðn ËÏÍÂÉÎÉÒÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÄ×ÏÊÎÙÍ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ:T1 + T2 + � � � + Tn == (1) + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + (1 + 2 + 3 + 4) + � � � + (1 + 2 + 3 + � � � + n) == n � 1 + (n� 1) � 2 + (n� 2) � 3 + � � � + 3 � (n� 2) + 2 � (n� 1) + 1 � n == (Tn+1 � T1 � Tn) + (Tn+1 � T2 � Tn�1) + (Tn+1 � T3 � Tn�2) + � � �� � � + (Tn+1 � Tn�2 � T3) + (Tn+1 � Tn�1 � T2) + (Tn+1 � Tn � T1) == nTn+1 � (Tn � Tn�1 + � � � + T1)� (T1 + T2 + � � � + Tn) ;ÏÔËÕÄÁ 3 (T1 + T2 + � � � + Tn) = nTn+1 = 12 n (n+ 1) (n+ 2) .úÁÄÁÞÁ 10.7�. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ðm+n.íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÉÓÌÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ × ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁ-ÆÅ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÅ, �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÅ | ÓÔÒÏÑÔÓÑ �Ï ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ:32



n-ÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ (ÏÔÒÅÚÏË) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É ÒÁ×ÎÏ1 + 1 + 1 + � � � + 1 = n1 ;n-ÏÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Tn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÉÒÁ×ÎÏ 1 + 2 + 3 + � � � + n = n (n+ 1)1 � 2 ;n-ÏÅ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ðn �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ (ÔÅÔÒÁÜÄÒ) ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÉÒÁ×ÎÏ T1 + T2 + T3 + � � � + Tn = n (n+ 1) (n+ 2)1 � 2 � 3 ;n-ÏÅ : : :-ÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ : : : �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÕÀ �ÉÒÁÍÉÄÕ (ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ) ÓÏ ÓÔÏÒÏ-ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n É ÒÁ×ÎÏ ð1 +ð2 +ð3 + � � � +ðn = : : : .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .úÁÄÁÞÁ 10.8�. úÁ�ÏÌÎÉÔÅ �ÒÏ�ÕÓËÉ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÁÂÚÁ�Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÅÒÅÞÎÑ É ÄÏËÁÖÉÔÅ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÕÀ ÷ÁÍÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ n-ÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏ-�ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ð1+ð2+ð3 + � � � +ðn. ðÏ�ÙÔÁÊÔÅÓØ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �ÅÒÅÞÅÎØ ÄÁÌØÛÅ.úÁÄÁÞÁ 10.9�. ðÏ�ÙÔÁÊÔÅÓØ �ÒÉÄÕÍÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ, �ÑÔÉÍÅÒÎÙÈ É�ÒÏÞÉÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÕÖÅ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÍËÉ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ ÏÞÉÓÌÁÈ É ÓÕÍÍÁÈ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍÉ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁ-ÎÉÍÁÔØÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙ | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÉ, ËÏÔÏÒÕÀ, ËÏÎÅÞÎÏÖÅ, ÓÔÏÉÔ ÉÚÕÞÉÔØ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, �ÏÓ×ÑÔÉ× ÜÔÏÍÕ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (Á×ÔÏÒÙ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÀÔ ×ÓËÏÒÏÍ ÂÕÄÕÝÅÍ ÎÁ�ÉÓÁÔØ �Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ ËÎÉÖËÕ ×ÒÏÄÅ ÜÔÏÊ). úÄÅÓØ ÖÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ �ÒÉÏÔËÒÏÅÍ Ä×ÅÒØ × ÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÍÉÒ É ÏÂÓÕÄÉÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ (ÉÚÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÉÈ) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÊ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.óÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ðÁÓËÁÌÑ. ÷ x 5 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÅÄÉÎÉ�, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊÒÑÄ É ÒÑÄ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ (ÓÍ.ÚÁÄ. 5.11 É ÚÁÄ. 5.10):11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 11 5 10 10 5 11 6 15 20 15 6 11 7 21 35 35 21 7 11 8 28 56 70 56 28 8 11 9 36 84 126 126 84 36 9 11 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �òÉÓ. 10.8. �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ.úÁÄÁÞÁ 10.10. îÁÊÄÉÔÅ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÒÑÄÙ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ É ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ �ÉÒÁÍÉ-ÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÇÏÎÏÍÅÒÁ, Á ÞÉÓÌÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ | ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ. þÉÓÌÏ,ÓÔÏÑÝÅÅ �ÏÄ k-ÔÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÎÁ n-ÔÏÍ ÜÔÁÖÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ckn (ÞÉÔÁÅÔÓÑ ��Ü ÉÚ ÜÎ �Ï ËÁ�)33



É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n �Ï k. ëÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × ÚÁÄ. 5.10, ÞÉÓÌÁ ÚÁ�ÏÌÎÑÀÔÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË �Ï ÔÁËÏÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ×ÄÏÌØ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, É ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÎÕÔÒÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÄ ÎÉÍ ÞÉÓÅÌ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, Ô. Å.Ckn = Ck�1n�1 + Ckn�1 (10-1)üÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË.úÁÄÁÞÁ 10.11. äÁÊÔÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ n-ÔÏÇÏ k-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ëÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÊ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ?úÁÄÁÞÁ 10.12. ëÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ ÓÕÍÍÙ:Á) C0n + C1n+1 + C2n+2 + � � � + Cmn+m ;Â) C0n + C1n�1 + C2n�2 + � � � (ËÓÔÁÔÉ, ÓËÏÌØËÏ ÔÕÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ? ).þÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ Ckn ÞÅÒÅÚ n É k,ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄ. 5.9, ÇÄÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÛÁÒÉË ÍÏÖÅÔ Õ�ÁÓÔØ × k-ÔÕÀ ËÏÍÎÁÔÕ n-ÔÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÌÁÂÉÒÉÎÔÁÎÁ ÒÉÓ. 5.1. ëÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÍÁÒÛÒÕÔ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ, ÓËÁÚÁ× ËÕÄÁ | ÎÁ�ÒÁ×ÏÉÌÉ ÎÁÌÅ×Ï | �Ï×ÅÒÎÕÌ ÛÁÒÉË ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÜÔÁÖÅ, �ÏÔÏÍ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁÖÅ, �ÏÔÏÍ ÎÁ×ÔÏÒÏÍ É Ô. Ä. ×�ÌÏÔØ ÄÏ (n� 1)-ÇÏ ÜÔÁÖÁ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ�ÒÁ×Ï ÂÕË×ÏÊ �, Á �Ï-×ÏÒÏÔ ÎÁÌÅ×Ï | ÂÕË×ÏÊ Ì, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ ÓÌÏ×ÏÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉÚ ÂÕË× Ì É �. ÷ÓÅÇÏ ÜÔÏ ÓÌÏ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ n ÂÕË×, Á ÔÁË ËÁË ÛÁÒÉË ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ × ËÏÍÎÁÔÅ � k, Ô. Å. ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÏ×ÎÏ k �ÒÁ×ÙÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ×1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ n-ÂÕË×ÅÎÎÙÈÓÌÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ k ÂÕË× � É (n� k) ÂÕË× Ì, ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å �� : : : �| {z }k ÌÌ : : : Ì| {z }n�kþÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÑÓÎÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �Å-ÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕË×.úÁÄÁÞÁ 10.13. óËÏÌØËÏ ÓÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ! ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù× ÓÌÏ×ÁÈ:Á) ÏË, ÒÏË, ÕÒÏË, ÔÕÒÏË;Â) × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ k-ÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÓÌÏ×Å ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÂÕË× ?åÓÌÉ × ÓÌÏ×Å ÅÓÔØ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÂÕË×Ù, ËÁË, ÓËÁÖÅÍ, × ÓÌÏ×Å ÔÏ�ÏÒ, ÔÏ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍÉÈ ÒÁÚÎÙÍÉ, ÓÎÁÂÄÉ× Ä×Å ÂÕË×Ù Ï ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, Ô. Å. ÚÁÎÕÍÅÒÏ×Á× ÉÈ. ðÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×ÅÔÏ1�Ï2Ò, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ 5! = 120 ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ×. åÓÌÉ ÍÙ ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÔÒÅÍ ÉÎÄÅËÓÙ, ÄÅÌÁÀÝÉÅÄ×Å ÂÕË×Ù Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÂÕÄÕÔ �ÒÅ×ÒÁÝÁÔØÓÑ × ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÏ1�Ï2Ô É ÒÏ2�Ï1Ô �ÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏ×Ï ÒÏ�ÏÔ. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ É ×ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏ×Ï Ó ÎÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ �ÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ �ÒÉ ÓÔÉÒÁÎÉÉ ÎÕÍÅÒÏ× ÒÏ×ÎÏÄ×Á ÓÌÏ×Á Ó ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ, ÉÂÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ Ä×Å ÂÕË×Ù ÏÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏ×Å ÍÏÖÎÏÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å ÔÏ�ÏÒ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ 5!=2 = 60ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ×.1ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÌÅ×Ï� É ��ÒÁ×Ï� Ó �ÏÚÉ�ÉÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÏ×Õ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚÏÄÎÉÈ ÂÕË× Ì ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÌÅ×ÏÊ ÇÒÁÎÉ�Ù ÌÁÂÉÒÉÎÔÁ34



úÁÄÁÞÁ 10.14. óËÏÌØËÏ ÓÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ ! ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù× ÓÌÏ×ÁÈ:Á) ËÏË, ËÕÒÏË, ÍÏÌÏËÏ, ËÏÌÏÂÏË ;Â) Á1Á1 : : : Á1| {z }m1 Á2Á2 : : : Á2| {z }m2 : : : ÁkÁk : : : Ák| {z }mk ;×) ÁÁ : : : Á| {z }k ÂÂ : : : Â| {z }m ?éÔÁË, ÅÓÌÉ ×Ù ÒÅÛÉÌÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÔÏ �ÏÎÑÌÉ, ÞÔÏCkn = n!k! (n� k)! = n (n� 1) (n� 2) � � � (n� k + 1)k (k � 1) (k � 2) � � � 1 ;× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÄÎÏ-, Ä×Õ-, ÔÒÅÈ- É ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÈ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍÆÏÒÍÕÌÙ: ð(1)n def= nz }| {1 + 1 + � � � + 1n = C1nð(2)n def= nXi=1 ð(1)i Tn = n (n+ 1)2 = C2n+1ð(3)n def= nXi=1 ð(2)i = n (n + 1) (n+ 2)6 = C3n+2ð(4)n def= nXi=1 ð(3)i = n (n + 1) (n+ 2) (n+ 3)24 = C3n+2÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ ÉÓÕÍÍÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ. ðÒÉ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÉ ÷ÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ ÚÁÄ. 5.12 É ÚÁÄ. 5.13 ÄÌÑÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ (1 + x)m É (a + b)m.úÁÄÁÞÁ 10.15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ C0n + C1n + C2n + � � � + Cnn ; É C0n � C1n + C2n � � � � + (�1)nCnn .úÁÄÁÞÁ 10.16�. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÙ:Á) C0n + C2n+1 + C4n+2 + � � �Â) C1n + 2C2n + � � � + nCnn×) C0n + 2C1n + � � � + (n+ 1)CnnÇ) �C0n�2 + �C1n�2 + � � � + (Cnn)2úÁÄÁÞÁ 10.17. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ n-ÔÏÅ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ËÕÂÏ× �ÅÒ×ÙÈ nÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ1 É �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ 13 + 23 + � � � + n3.úÁÄÁÞÁ 10.18. ÷ÙÒÁÚÉ× C4n ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅ 14 + 24 + � � � + n4.1âÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ×ÙÒÁÚÉÔØ ÓÕÍÍÕ k-ÔÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÞÅÒÅÚÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. åÅ ×�ÅÒ×ÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ñËÏÂ âÅÒÎÕÌÌÉ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÑÈ ÓÕÍÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÞÅÒÅÚ Ckn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÅÇÏ ÞÅÓÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ.35



ïÔ×ÅÔÙ, ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÏÄÓËÁÚËÉ÷ ÜÔÏÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔ×ÅÔÙ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ (ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÍ)ÚÁÄÁÞÁÍ. îÅ Ó�ÅÛÉÔÅ ÚÁÇÌÑÄÙ×ÁÔØ ÓÀÄÁ | �Ï�ÙÔÁÊÔÅÓØ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÓÁÍÉ! äÁÖÅ ÅÓÌÉ Õ÷ÁÓ ÎÉËÁË ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÏÌÅÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÌÕÞÛÅ ÏÔÌÏÖÉÔÅ ÅÅ ÛÔÕÒÍ ÎÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ×ÒÅÍÑ, �ÏÞÉÔÁÊÔÅ ÄÒÕÇÉÅ ÒÁÚÄÅÌÙ ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÉ, Á �ÏÔÏÍ ×ÎÏ×Ø ×ÅÒÎÉÔÅÓØ Ë ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑÍÎÁÄ ÎÅÊ | ÞÁÓÔÏ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÓÁÍÁ ÓÏÂÏÊ� �ÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ �ÅÒÅÒÙ×Á.: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 1: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 22.2: ×ÓÅÇÏ 12-ËÌÅÔÏÞÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÔÒÉ: , , .2.3: n = 36.2.4: 52 = 32 + 42, 102 = 62 + 82 É 132 = 122 + 52.: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 3: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 4: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 55.9: ÏÔ×ÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 10.8 : : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 6: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 77.1: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÛÅÈÏÄÁÍÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v1�v2 ËÍ=Þ; �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑÞÅÒÅÚ 1v1 � v2 ÞÁÓÏ×, É ÚÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ �ÅÒ×ÙÊ �ÅÛÅÈÏÄ �ÒÏÊÄÅÔ 11� (v2=v1) ËÍ, Á ×ÔÏÒÏÊ 1(v1=v2)� 1 ËÍ .: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 8: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 99.3: �ÕÎËÔ (Á) ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ �ÕÎËÔÁ (×); × (×) ÖÅ ÎÁÄÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ:1akak+1 = 1d � 1ak � 1ak+1�ÇÄÅ d | ÒÁÚÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÏ × ÓÕÍÍÕ É ×ÙÎÏÓÑ d ÚÁ ÓËÏÂËÕ, �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔ×ÅÔ:1d � 1a1 � 1an+1� = na1an+1 :÷ �ÕÎËÔÅ (Â) ÎÁÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ×ÉÄÅ:1k(k + 1)(k + 2) = 12 � 1k(k + 1) � 1(k + 1)(k + 2)� = 12 �1k � 2k + 1 + 1k + 2� :ðÏÓÌÅ ×ÓÅÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ 12 � 1100 + 1101 .: : : Ë ÚÁÄÁÞÁÍ ÉÚ x 1036


