
Çàäà÷è � 2.1. Â êëàññå ÷àñòü äåòåé õîäèëà íà Ìàëûé ìåõìàò, 11 ÷åëîâåê åçäèëè íà ìàòáîé â Ïåòåðáóðã, 20 ó÷åíèêîâñäàâàëè âñòóïèòåëüíûå ýêçàìåíû. 4 ìàëîìåõìàòÿí åçäèëè â Ïåòåðáóðã, 14 ìàëîìåõìàòÿí ñäàâàëè ýêçàìåíû. Èçèãðàâøèõ â ìàòáîé ýêçàìåíû ñäàâàëè 8, à 3 óñïåëè âåçäå. Ñêîëüêî äåòåé ñäàâàëè òîëüêî ýêçàìåíû, åñëè â êëàññå25 ÷åëîâåê, è êàæäûé â ÷¼ì-íèáóäü ó÷àñòâîâàë?Ïóñòü Nj � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà j, à [n] = {1, . . . , n}.2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ((N6 ∪N27 ∪N12) \N18) ∩ [321].3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèé èç [a] â [b]?4. Âåðíû ëè ðàâåíñòâà: (A \B) ∩ (A \ C) = (A ∩B) \ C; (A \B) ∪ (A ∩B) = A ∪B ?5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ: A△ (B △A); (A ∪ C) ∩ (B \A); (A ∩B) ∪ (C \A) ∩ (B \ C).6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû 100, â êîòîðûõ ÷èñëî åäèíèö ÷¼òíî, ðàâíî÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö äëèíû 100, â êîòîðûõ ÷èñëî åäèíèö íå÷¼òíî.Â ñëåäóþùèõ òð¼õ çàäà÷àõ ïðèâåäèòå ïðèìåðû ñ÷¼òíûõ ïîäìíîæåñòâM ⊂ R, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f : M −→ M ,
f(x) = x2 îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1 : M −→ M?7. f íå îïðåäåëåíî; f ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé, íî íå ñþðúåêöèåé.8. f ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, íî íå èíúåêöèåé.9. f ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.10. f îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4, 5} â ñåáÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: 1 → 3, 2 → 4, 3 → 1, 4 → 5, 5 → 2.Íàéäèòå fk, (f−1)k, k ∈ N.Áåñêîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà Aj è Bj ìíîæåñòâà S ðàâíîìîùíû äëÿ êàæäîãî j ∈ N. Âåðíî ëè, ÷òî ðàâíîìîùíû11. A1 ⊔A2 è B1 ⊔B2; A1 ∩A2 è B1 ∩B2?12. A1 ×A2 è B1 ×B2; A1 ×A2 × . . .×An × . . . è B1 ×B2 × . . .×Bn × . . .?13. A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An ∪ . . . è B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bn ∪ . . ., åñëè S � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà?Â ñëåäóþùèõ 9 çàäà÷àõ íàéäèòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà:14. Öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå;15. Ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè;16. Òî÷åê (x, y) ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå óðàâíåíèé

{

x =
√

x2 + y2 cos(x2 + y2)

y =
√

x2 + y2 sin(x2 + y2)
;17. Ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ ãðà�îâ ñî ñ÷¼òíûì ìí-âîì âåðøèí;18. Ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè;19. Ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1 (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ, åñëè îò-ëè÷àåòñÿ îò íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé òîëüêî â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïîçèöèé);20. �àçáèåíèé ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà A (íà êîíå÷íîå èëè ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ);21. Íåïðåðûâíûõ íà R �óíêöèé f : R → R;22. Ìîíîòîííûõ íà R �óíêöèé f : R → R.Â ñëåäóþùèõ 3 çàäà÷àõ îïðåäåëèòå, êàêóþ ìîùíîñòü ìîæåò èìåòü ìíîæåñòâî:23. Ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãîâ íà ïëîñêîñòè;24. Ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé ðàäèóñà 1 â ïðîñòðàíñòâå;25. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç 0 è 1, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïîçèöèé.26. Äîêàæèòå òåîðåìó Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà.27. Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k. Âûäåëåíû íåêîòîðûå 2k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà

M . Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà M , ñîñòîÿùåì íå áîëåå ÷åì èç 2(k + 1) ýëåìåíòîâ, ëèáîíå ñîäåðæèòñÿ íè îäíîãî âûäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà, ëèáî âñå â íåì ñîäåðæàùèåñÿ âûäåëåííûå ïîäìíîæåñòâàèìåþò îáùèé ýëåìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî âñå âûäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà èìåþò îáùèé ýëåìåíò.28. Êîíãðóýíòíûìè áóäåì íàçûâàòü äâà ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñëè îäíî ïîëó÷àåòñÿèç äðóãîãî ñäâèãîì íà öåëîå ÷èñëî. Ìîæíî ëè ðàçáèòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî (íåïåðåñåêàþùèõ äðóã äðóãà) áåñêîíå÷íûõ êîíãðóýíòíûõ ïîäìíîæåñòâ?29. Â êëàññå îðãàíèçóåòñÿ òóðíèð ïî ïåðåòÿãèâàíèþ êàíàòà. Â òóðíèðå ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó äîëæíû ó÷àñòâîâàòüâñåâîçìîæíûå êîìàíäû, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç ó÷àùèõñÿ ýòîãî êëàññà (êðîìå êîìàíäû âñåãî êëàññà).Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ êîìàíäà ó÷àùèõñÿ áóäåò ñîðåâíîâàòüñÿ ñ êîìàíäîé âñåõ îñòàëüíûõ ó÷àùèõñÿ êëàññà.30. Äîêàæèòå, ÷òî 43101 + 23101 äåëèòñÿ íà 66; 7120 − 1 äåëèòñÿ íà 143; 3003000 − 1 äåëèòñÿ íà 1001.31. Äâå ñîñåäêè ïîøëè íà ðûíîê. Ïî âîçâðàùåíèè îêàçàëîñü, ÷òî îáå êóïèëè ãëàçèðîâàííûå ñûðêè, ïðè÷¼ìïåðâàÿ êóïèëà íà 2 ñûðêà áîëüøå, íî âòîðàÿ ïîêóïàëà ñûðêè íà 20 êîï. äîðîæå. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ çàïëàòèëà íà
6 ð. 19 êîï. áîëüøå. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíó èç ñîñåäîê îáñ÷èòàëè.



32. Îïèøèòå âñå x, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèþ
111x ≡ 999(mod 555); 2x ≡ 4(mod 5).33. Äîêàæèòå, ÷òî 1n + 2n + . . .+ (n− 1)n äåëèòñÿ íà n ïðè ëþáîì íå÷¼òíîì n > 0.34. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ ñðàâíåíèå k2 + k + 1 ≡ 0(mod 101).35. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáîãî 51 öåëîãî ÷èñëà, íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâà, êâàäðàòû êîòîðûõ äàþòîäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 100.36. Äîêàæèòå, ÷òî 11n+2 + 122n+1 äåëèòñÿ íà 133 ïðè n ∈ N.37. p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî (a+ b)p ≡ ap + bp (mod p) äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b.38. p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî pq + qp ≡ p+ q (mod pq).39. p > 5 � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî 1 . . . 1

︸ ︷︷ ︸

p−1

... p.40. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ (2007 · 2008 · . . . · 2064)64 íà 59; 2197 · 10393 íà 197; 790201 íà 303.41. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî [
pq+qp

pq

] � ÷¼òíîå ÷èñëî.42. Äîêàæèòå ñëåäóþùèé ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 19: åñëè ó ÷èñëà óáðàòü ïîñëåäíþþ öè�ðó, à çàòåì äîáàâèòüê ïîëó÷èâøåìóñÿ ÷èñëó ýòó öè�ðó, óìíîæåííóþ íà 2, òî ïåðâîíà÷àëüíîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 19 â òîì èòîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî äåëèòñÿ íà 19.43. Äîêàæèòå, ÷òî (x+ y) äåëèòñÿ íà 5, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
{

2x+ 3y ≡ 3(mod 5)

3x+ y ≡ 4(mod 5)44. Ïóñòü (a2 + b2) ... p, ïðè÷¼ì íè a, íè b íå äåëÿòñÿ íà p (p � ïðîñòîå, áîëüøåå äâóõ). Íàéäèòå îñòàòîê p ïðèäåëåíèè íà 4.45. Äàí ïðÿìîóãîëüíèê 451 × 287. Íà êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàâíûõ êâàäðàòîâ åãî ìîæíî ðàçðåçàòü?46. Ïîñòðîéòå ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî mod 12; 9; 7.47. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà m ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n òàêîå, ÷òî (2n − 1)
... m.48. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà a1, . . . , an âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè, òî óðàâíåíèå a1x1 + . . . + anxn = 1ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.49. Ìîæåò ëè íà ñ�åðå áûòü òîëüêî îäíà ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà (ò.å. òî÷êà, âñå òðè êîîðäèíàòû êîòîðîé � ðàöèî-íàëüíûå ÷èñëà)?50. Îïèøèòå âñå ñïîñîáû ïîêðàñèòü êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â îäèí èç òðåõ öâåòîâ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñüóñëîâèå: åñëè ÷èñëà a, b, c (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2000(a+ b) = c , òî îíè ëèáî âñåîäíîãî öâåòà, ëèáî òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ.51. �åøèòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: x2 + y2 + z2 + u2 = 2xyzu.52. �åøèòü â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå x2y + (x+ 1)2y = (x+ 2)2y .53. Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî ðàçðåø¼ííûì, åñëè îíî èìååò íå áîëåå 20 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Âíà÷àëüíûé ìîìåíò èìååòñÿ êó÷à èç 2010! êàìíåé. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè çàáèðàþò èç êó÷è íåêîòîðîå ðàçðåø¼ííîåêîëè÷åñòâî êàìíåé (âîçìîæíî, êàæäûé ðàç íîâîå). Ïîáåæäàåò òîò, êòî çàáåð¼ò ïîñëåäíèå êàìíè. Êòî âûèãðûâàåòïðè ïðàâèëüíîé èãðå?54. Ïóñòü ó äâóõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ðàâíû ñóììû äåëèòåëåé è ðàâíû ñóììû âñåõ îáðàòíûõ âåëè÷èí êäåëèòåëÿì. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÷èñëà ðàâíû.55. �åøèòå óðàâíåíèå ϕ(x) = x

3
.56. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(m, 10) = 1, òî ϕ(m) ... L(m), ãäå L(m) � äëèíà ïåðèîäà äðîáè 1

m
.57. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàíî êàêîå-òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóþò ðîâíî n êàðòî÷åê, íà êîòîðûõ íàïèñàíû äåëèòåëèýòîãî ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû íà îäíîé êàðòî÷êå.58. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë, äåëÿ-ùèõñÿ íà 3, òî îíî òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íà 3.


