
Óðîêè �77-78 25-26.03.10ÏðîèçâîäíàÿÑðåäíÿÿ ñêîðîñòü. �àññìîòðèì çàâèñèìîñòü êàêîé-òî âåëè÷èíû îò âðåìåíè F = F (t). �àññìîòðåâäâà ìîìåíòà âðåìåíè t0 è t1 (t0 < t1, ìû áóäåì òàêæå ïîíèìàòü ìîìåíò âðåìåíè t0 êàê "íà÷àëüíûé"),ìû ìîæåì âû÷èñëèòü îòíîøåíèå F (t1)−F (t0)
t1−t0

. �îâîðÿò, ÷òî ýòî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü �óíêöèè F (t) íàïðîìåæóòêå âðåìåíè [t0 ; t1]. Ïðè ýòîì âåëè÷èíó ∆t = t1 − t0 íàçûâàþò ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà,à âåëè÷èíó ∆F = F (t1) − F (t0) � ñîîòâåòñâóþùèì åìó ïðèðàùåíèåì �óíêöèè. Èòàê, ñðåäíÿÿñêîðîñòü � ýòî ∆F
∆t
.Ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü. Ïðîñëåäèì çà ïîâåäåíèåì ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðè óìåíüøåíèè ∆t, âûçâàí-íîì ïðèáëèæåíèåì t1 ê t0. Ïðè òàêîì ïðèáëèæåíèè ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê âåëè÷èíå,õàðàêòåðèçóþùåé ñêîðîñòü â ñàìîé òî÷êå t0. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü �óíêöèèâ òî÷êå t0 � ïðåäåë lim
t1→t0

F (t1)−F (t0)
t1−t0

. Ýòî òà ñàìàÿ ñêîðîñòü, êîòîðóþ ìû èìååì â âèäó, êîãäà ãîâîðèì,÷òî "ìÿ÷ áðîñèëè ñî ñêîðîñòüþ 3 ì/
". Â äàëüíåéøåì ìû çàéì¼ìñÿ �îðìàëèçàöèåé ýòîãî ïîíÿòèÿ.Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè â òî÷êå. Ïóñòü f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Òî-ãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ d èìååò ñìûñë îòíîøåíèå f(x0+h)−f(x0)
h

. Ïðåäåë A = lim
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

, åñëèîí ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé íà-çûâàþò äè��åðåíöèðîâàíèåì, ïðî íàëè÷èå ó �óíêöèè ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0 ãîâîðÿò, ÷òî îíàäè��åðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå. Ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå îáîçíàxàþò øòðèõîì: f ′(x0). Â ñëó÷àå ñó-ùåñòâîâàíèÿ òîëüêî îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà òàêîãî ðîäà ìîæíî ãîâîðèòü îá îäíîñòîðîííåé (ïðàâîéèëè ëåâîé) ïðîèçâîäíîé.Ïðèìåðû: f(x) = x2, f(x) = |x|, f(x) = sin x, f(x) = √
x.�ëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ �óíêöèè. Íàëè÷èå ïðîèçâîäíîé ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å. Åñëè �óíê-öèÿ äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî åñòü lim

h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

= f ′(x0), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàç-íîñòü f(x0+h)−f(x0)
h

− f ′(x0) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè h → 0. Îáîçíà÷èì ýòó ðàçíîñòü çà γ(h). Òîãäà
f(x0+h)−f(x0)

h
= f ′(x0) + γ(h) èëè f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) · h + h · γ(h). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÷àñòîîáîçíà÷àþò o(h) (÷èòàåòñÿ "î-ìàëîå îò h") è ïîíèìàþò êàê âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

h → 0, äàæå åñëè å¼ ðàçäåëèòü íà h. Âûðàæåíèå f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0) · h+ o(h) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé íà÷àëî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì h çíà÷åíèÿ f(x0+h). Ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ â ýòîì ðàçëîæåíèèêîý��èöèåíòîì ëèíåéíîãî ÷ëåíà. Ïîëíîå ðàçëîæåíèå ïî âñåì ñòåïåíÿì íàçûâàåòñÿ ðÿäîì ÒåéëîðàÏðèìåð: ïî÷åìó äëÿ ìàëûõ óãëîâ sin x ≈ x? Ïîòîìó ÷òî sin(x+h) = sin x+cosx ·h+ o(h), ïîäñòàâèâ
x = 0, ïîëó÷èì sin h = h+ o(h).Àíàëîãè÷íî äëÿ a > 0 è ìàëûõ h ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó √

a2 + h ≈ a + h
2a
. Íàïðèìåð, ïî íåé√

9, 1 ≈ 3, 01(6), òîãäà êàê â äåéñòâèòåëüíîñòè √
9, 1 = 3, 016620 . . . � ïîãðåøíîñòü îêîëî 4 · 10−5,áîëåå ÷åì ïðèåìëåìî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.Óïðàæíåíèå: Ïîêàæèòå, ÷òî äè��åðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå, à îá-ðàòíîå íåâåðíî.Êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó. Åñëè â òîëüêî ÷òî âûâåäåííîé �îðìóëå îòáðîñèòü o(h), îñòàíåòñÿ ëè-íåéíàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ "ëó÷øå âñåãî"ïðèáëèæàåò �óíêöèþ f(x). (Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òîíèêàêàÿ äðóãàÿ �óíêöèÿ âèäà a+bh íå ïðèáëèçèò f(x0+h) ñ òî÷íîñòüþ äî o(h)). �ðà�èê ýòîé �óíê-öèè � ïðÿìàÿ ëèíèÿ � íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó f(x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x0. Óãëîâîéêîý��èöèåíò êàñàòåëüíîé ðàâåí f ′(x0), à óñëîâèå ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç òî÷êó (x0 ; f(x0)) îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿþò êàñàòåëüíóþ. Âîò å¼ óðàâíåíèå â óäîáíîé äëÿ çàïîìèíàíèÿ �îðìå:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0).



Ïðèìåðû: íàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå f(x) = x2 â êàêîé-íèáóäü òî÷êå. Ïî÷åìó ó |x|íåò êàñàòåëüíîé â íóëå? Åñòü ëè êàñàòåëüíàÿ â íóëå ê ãðà�èêó �óíêöèè y =
√
x (ìîæíî äîîïðåäåëèòüå¼ â R−, ïîëîæèâ √

x = −
√
−x äëÿ x < 0)?Ïðîèçâîäíàÿ êàê �óíêöèÿ. Ìíîãèå �óíêöèè äè��åðåíöèðóåìû âî âñåõ òî÷êàõ ñâîåé îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ èëè âî âñÿêîì ñëó÷àå íà äîñòàòî÷íî áîëüøîé å¼ ÷àñòè. Â òàêîé ñèòóàöèè ãîâîðÿò îïðîèçâîäíîé êàê î �óíêöèè � âû÷èñëèâ f ′(x0) âî âñåõ òàêèõ òî÷êàõ, ìû ñîñòàâëÿåì èç ýòèõ çíà-÷åíèé íîâóþ �óíêöèþ g(x) = f ′(x0). Å¼ îáû÷íî îáîçíà÷àþò ïðîñòî f ′(x), è îñîáîé ïóòàíèöû ýòîíå âûçûâàåò. Òàê (x2)

′
= 2x, à (sin x)′ = cosx íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Çàïèøèòå (|x|)′. �äåîíà îïðåäåëåíà? Âû÷èñëèòå (tg x)′. Íà ñëåäóþùåì óðîêå ìû âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå åù¼ íåñêîëüêèõïðîñòåéøèõ �óíêöèé è äîêàæåì �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå ëåãêî äè��åðåíöèðîâàòü øèðîêèé êëàññ�óíêöèé.10 "Â 25 ìàðòà, äîìàøíåå çàäàíèå.1) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó y = x3 â òî÷êå ýòîãî ãðà�èêà ñ àáñöèññîé 1. Â êàêèõòî÷êàõ ýòà êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò ãðà�èê �óíêöèè?2) �ðà�èê �óíêöèè f(x) =

√
25− x2, êàê èçâåñòíî, � âåðõíÿÿ ÷àñòü îêðóæíîñòè ðàäèóñà 5 ñ öåíòðîìâ íà÷àëå êîîðäèíàò. Âû÷èñëèòå íåïîñðåäñòâåííî f ′(3). Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêóýòîé �óíêöèè â òî÷êå (3 ; 4) è óáåäèòåñü, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé, "ãåîìåòðè÷åñêîé"êàñàòåëüíîéê îêðóæíîñòè.3) Âû÷èñëèòå (ctg x)′.4) Â êàêîé òî÷êå íóæíî ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê ãðà�èêó �óíêöèè y =

√
x, ÷òîáû îíà ñîñòàâèëàóãîë 30◦ ñ îñüþ àáñöèññ?5) Óãëîì ìåæäó ãðà�èêàìè �óíêöèé â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ÷èòàþò óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè êíèì â ýòîé òî÷êå. Êàêîâ óãîë ìåæäó y = x2 è y =

√
x â (1 ; 1)? À â (0 ; 0)?6) Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ f(x) = x sin 1

x
(ñ÷èòàåì, ÷òî f(0) = 0) íåïðåðûâíà, íî íå äè��åðåíöèðó-åìà â íóëå.7) Èìååò ëè ïðîèçâîäíóþ â íóëå �óíêöèÿ f(x) = x2 sin 1

x
(è çäåñü ñ÷èòàåì, ÷òî f(0) = 0)?Óðîêè �79-80 30.03.10ÏðîèçâîäíàÿÎäèí çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë. Äîêàæåì, ÷òî lim

t→0

ln(1+t)
t

= 1. Â ñàìîì äåëå,
lim
t→0

ln(1 + t)

t
= lim

t→0
ln(1 + t)

1

t = ln lim
t→0

(1 + t)
1

t = ln e = 1Êëþ÷åâîå ìåñòî � ïåðåñòàíîâêà ìåñòàìè çíàêîâ ïðåäåëà è ëîãàðè�ìà � èñïîëüçîâàíèå íåïðåðûâ-íîñòè ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè.Ïðîèçâîäíàÿ ýêñïîíåíòû. Åñëè f(x) = ex, òî
f ′(x) = lim

h→0

ex+h − ex

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= exÝòî ïîòîìó, ÷òî lim

h→0

eh−1
h

= 1. Â ñàìîì äåëå, çàìåíîé t = eh−1 (óñëîâèÿ h → 0 è t → 0 ýêâèâàëåíòíû)ýòîò ïðåäåë ñâîäèòñÿ ê lim
t→0

t
ln(1+t)

= 1.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè f(x) = ax âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû:
f ′(x) = lim

h→0

ax+h − ax

h
= ax lim

h→0

ah − 1

h
= ax ln a lim

h→0

eh lna − 1

h ln a
= ax ln a



Ïðîèçâîäíàÿ ëîãàðè�ìà. Åñëè f(x) = ln x, òî
f ′(x) = lim

h→0

ln(x+ h)− ln x

h
= lim

h→0

ln
(

1 + h
x

)

− 1

h
=

1

x
lim
h→0

ln
(

1 + h
x

)

− 1
h
x

=
1

xÄëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè f(x) = loga x âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû:
f ′(x) = lim

h→0

ln(x+h)
ln a

− lnx
lna

h
=

1

ln a
lim
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
=

1

x ln aÏðîèçâîäíàÿ ñòåïåííîé �óíêöèè. Åñëè f(x) = xα, òî
f ′(x) = lim

h→0

(x+ h)α − xα

h
= xα lim

h→0

(

1 + h
x

)α − 1

h
= xα−1 lim

h→0

(

1 + h
x

)α − 1
h
x

=

= xα−1 lim
h→0

eα ln(1+h

x
) − 1

h
x

= xα−1 lim
h→0

eα ln(1+h

x
) − 1

α ln
(

1 + h
x

) · α ln
(

1 + h
x

)

h
x

= αxα−1Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ. �åçóëüòàòû íàøèõ âû÷èñëåíèé ñâåä¼ì â òàáëèöó. Å¼ ñëåäóåò ïîìíèòü.
f(x) f ′(x)

c 0

x 1

1
x

− 1
x2

√
x 1

2
√
x

xα αxα−1

sin x cosx

cosx − sin x

tg x 1
cos2 x

ctg x − 1
sin2 x

ex ex

ax ax ln a

ln x 1
x

loga x
1

x ln aÄîìàøíåå çàäàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ââèäó çíà÷èòåëüíîé ïóòàíèöû ñ ðàñïèñàíèåì.


