
Óðîêè �75-76 23.03.10Íåïðåðûâíûå �óíêöèè1. Çàäà÷è äëÿ òåõ, êîìó âñå ïîíÿòíîTåîðåìà 4.Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà [a; b].3) f íåïðåðûâíà íà [2; 5], è ïðèíèìàåò íà íåì òîëüêî ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ. Íàéäèòå f(e) è f(π),åñëè f(4) = 7

9
.4) f íåïðåðûâíà íà [a; b], è f([a; b]) ⊂ [a; b]. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c ∈ [a; b], ÷òî

f(c) = c.5) f íåïðåðûâíà íà R è f(f(x)) = x äëÿ ëþáîãî x. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà c, ÷òî
f(c) = c.6) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé íà R �óíêöèè f , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî, ÷òî f(x) ∈ Qòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x+ 1) ∈ R \Q.7) f íåïðåðûâíà íàR è èìååò ïåðèîä T . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 òàêàÿ, ÷òî f(x0+

T
2
) = f(x0).2. �àçáîð çàäà÷ äîìàøíåãî çàäàíèÿ è ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòûÒåîðåìû.Tåîðåìà î ïðåäåëå êîìïîçèöèè �óíêöèé. Åñëè lim

x→x0

g(x) = t0 è �óíêöèÿ y = f(t) íåïðåðûâíàâ òî÷êå t0, òî
lim
x→x0

f
(

g(x)
)

= f

(

lim
x→x0

g(x)

)

= f(t0).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ε > 0. Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè f â òî÷êå t0 ñëåäóåò, ÷òî
∃τ > 0 | |t− t0| < τ ⇒ |f(t)− f(t0)| < ε.Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèå |t− t0| > 0 íå íóæíî, ïîñêîëüêó f íå ïðîñòî èìååò ïðåäåë â t0, íîåùå è ýòîò ïðåäåë ðàâåí f(t0), ïîýòîìó ïðè t = t0 |f(t)−f(t0)| = 0 < ε. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëèíåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî τ . Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà g(x) â òî÷êå x0 ñëåäóåò, ÷òî

∃δ > 0 | 0 < |x− x0| < δ ⇒ |g(x)− g(x0)| < τ.Îáîçíà÷èì t = g(x), òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ∀ε > 0 ∃δ = δ(τ(ε)) òàêîå, ÷òî
0 < |x− x0| < δ ⇒ |g(x)− g(x0)| = |t− t0| < τ ⇒ |f(t)− f(t0)| = |f(g(x))− f(t0)| < ε,îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Tåîðåìà î ñèíóñå è òàíãåíñå ìàëåíüêîãî óãëà. Äëÿ t ∈ (−π

2
; π
2
) âûïîëíåíî | sin t| 6 |t| 6 | tg t|.Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. �àññìîòðèì t ∈ (0; π

2
) è äîêàæåì, ÷òî sin t 6 t 6 tg t. Äëÿ ýòîãî íàðèñóåìòðèãîíîìåòðè÷åñêóþ îêðóæíîñòü è çàìåòèì, ÷òî sin t � äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà ê ïðÿìîé, à t �äëèíà äóãè. Ïðîâåäåì õîðäó è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å íàêëîííîé, à îòðåçîêêîðî÷å ëþáîé äðóãîé êðèâîé ñ êîíöàìè â òåõ æå òî÷êàõ.Êðîìå òîãî, íàðèñóåì îñü òàíãåíñîâ, è íàéäåì ïëîùàäü ñåêòîðà êðóãà, îòñåêàåìîãî óãëîì, à òàêæåïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî îñüþ òàíãåíñîâ è óãëîì t, è ñðàâíèì èõ, îòêóäà ïîëó÷èìîöåíêó äëÿ tg t.Ïîñêîëüêó âñå �óíêöèè íå÷åòíû, äëÿ îòðèöàòåëüíûõ t áóäåò âåðíî òî æå ñàìîå íåðàâåíñòâî ñ òî÷-íîñòüþ äî çíàêîâ −. Îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Tåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.1) Ïóñòü f(x) 6 y(x) 6 g(x) äëÿ âñåõ x > (<)M0. È ïóñòü lim

x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

g(x) = a, ãäå a ∈ R.Òîãäà ñóùåñòâóåò lim
x→±∞

y(x) è lim
x→±∞

y(x) = a.



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò M1 | x > M1 ⇒ |f(x) − a| < ε è ñóùåñòâóåò
M2 | x > M2 ⇒ |g(x)− a| < ε. Âûáåðåì M = max(M1,M2,M0), òîãäà

x > M ⇒











−ε < f(x)− a < ε

−ε < g(x)− a < ε

f(x)− a 6 y(x)− a 6 g(x)− a

⇒ −ε < y(x)− a < εîòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.2) Ïóñòü f(x) 6 y(x) 6 g(x) äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δ0, x0 + δ0). È ïóñòü lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = a, ãäå
a ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò lim

x→x0

y(x) è lim
x→x0

y(x) = a.Äîêàæèòå òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðèäåòñÿ ðàññìàòðèâàòü òðè ðàçëè÷-íûõ δ.Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, ÷òî åñëè îäíà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, àäðóãàÿ ïðåâîñõîäèò ýòó �óíêöèþ (â îêðåñòíîñòè òî÷êè èëè íà áåñêîíå÷íîñòè), òî è äðóãàÿ �óíêöèÿòàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé.�àçáîð çàäà÷.Íàäî çàïîìíèòü, ÷òî âáëèçè íóëÿ �óíêöèè sin, tg, arcsin, arctg âåäóò ñåáÿ êàê x (ò.å. ïðåäåë èõîòíîøåíèÿ ðàâåí åäèíèöå). Äîêàçûâàåòñÿ ýòî âñå ñâåäåíèåì ê ïåðâîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó. Äëÿýòîãî èíîãäà ïðèõîäèòñÿ äîìíîæàòü è äåëèòü íà àðãóìåíò, èíîãäà âûïîëíÿòü çàìåíó ïåðåìåííûõ. Âáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ ìîæíî óæå íå ñâîäèòü âñå íåïîñðåäñòâåííî ê ñèíóñó, à ïîëüçîâàòüñÿ çíàíèåìî äðóãèõ òðåãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèÿõ.Çàäà÷è ïðî êîðíè è ìíîãî÷ëåíû ìû ðåøàëè íåîäíîêðàòíî, íè÷åãî íîâîãî òàì íåò: óìíîæåíèå íàñîïðÿæåííîå è ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè. Â çàäà÷å 12 óìíîæàòü íà ñîïðÿæåííîå ïðèäåòñÿ íåñêîëüêîðàç.3. Íåêîòîðûå òåîðåìû î íàïðåðûâíûõ íà îòðåçêå �óíêöèÿõ.Àêñèîìà Äåäåêèíäà:Åñëè ìíîæåñòâà A,B ⊂ R óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:
1. ∀a ∈ A, ∀b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî a 6 b;

2. ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b ∈ B | b− a < ε;òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî òàêîå ÷èñëî c, ÷òî a 6 c 6 b äëÿ âñåõ a ∈ A è b ∈ B.Ïîëüçóÿñü ýòîé àêñèîìîé, ìû äîêàæåì íåñêîëüêî âàæíûõ òåîðåì, óòâåðæäåíèÿ êîòîðûõ êàæóòñÿî÷åâèäíûìè íà ïåðâûé âçãëÿä, íî íà ñàìîì äåëå ñîâñåì íå î÷åâèäíû.Tåîðåìà 1. Åñëè �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b] è f(a) è f(b) ðàçíîãî çíàêà (ò. å. f(a)f(b) < 0),òî ñóùåñòâóåò c ∈ (a; b) òàêîå, ÷òî f(c) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a0 = a, b0 = b. Ïóñòü åñòü [ai, bi] òàêîé, ÷òî f(ai)f(bi) < 0, òîãäà ðàñ-ñìîòðèì f(ai+bi
2

). Åñëè îíî òîãî æå çíàêà, ÷òî f(ai), òîãäà îáîçíà÷èì ai+1 =
ai+bi

2
, à bi+1 = bi. À åñëèîíî òîãî æå çíàêà, ÷òî è f(bi), òîãäà íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó îòðåçêîâ [an; bn],êàæäûé ñëåäóùèé èç êîòîðûõ â äâà ðàçà êîðî÷å ïðåäûäóùåãî, è âñå f(an) îäíîãî çíàêà, à âñå f(bn)äðóãîãî çíàêà.Ïóñòü A = {an}, B = {bn}. Òîãäà äëÿ A è B âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà Äåäåêèíäà (ïðîâåðüòå!). Ïîýòîìóñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå c òàêîå, ÷òî an 6 c 6 bn. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó äëèíà [an; bn] óìåíüøàåòñÿñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî lim

n→∞

an = c è lim
n→∞

bn = c.Ïîñêîëüêó f(x) íåïðåðûâíà â c, ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïî �åéíå â ýòîé òî÷êå, ðàâíûé f(c), ò. å.
lim
n→∞

f(an) = f(c) è lim
n→∞

f(bn) = f(c). Òîãäà ïî òåîðåìå î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â íåðàâåíñòâàõ f(c) = 0.Ñëåäñòâèå. Åñëè f(x) � ñòðîãî ìîíîòîííà, òî òî÷êà c � åäèíñòâåííàÿ.�åøèì çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ýòîé òåîðåìû:



1) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 8x − 3 · 2x − 16 = 0 èìååò ðåøåíèå íà îòðåçêå [0; 2].2) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3 sin3 x− 5 sin x+ 1 = 0 èìååò ðåøåíèå íà îòðåçêå [0; π].Tåîðåìà 2. Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà [a; b], f(a) = A è f(b) = B è A 6= B, òî äëÿ ëþáîãî C ∈ (A;B)ñóùåñòâóåò c ∈ (a; b) òàêîå, ÷òî f(c) = .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì g(x) = f(x)− C, îíà íåïðåðûâíà íà [a; b]. g(a) = A− C, g(b) = B − C,ïîñêîëüêó C ëåæèò ìåæäó A è B, òî g(a)g(b) < 0, îòêóäà ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò c òàêîå, ÷òî
g(c) = 0, ò. å. f(c) = C.Ñëåäñòâèå. 1) Åñëè f ìîíîòîííà íà îòðåçêå, òî Ef = [A;B] èëè [B;A]. 2) Åñëè �óíêöèÿ ñòðîãîìîíîòîííà íà îòðåçêå, òî êàæäîå çíà÷åíèå èç îòðåçêà [A;B] îíà ïðèíèìàåò ðîâíî îäèí ðàç.�åøèòå çàäà÷ó 3.Tåîðåìà 3. Åñëè f íåïðåðûâíà íà (a; b), è äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) f(x) 6= 0, òî íà (a; b) f(x) ñîõðàíÿåòñâîé çíàê.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü x1, x2 ∈ (a; b) òàêèå, ÷òî f(x1) è f(x2) ðàçíûõ çíàêîâ. Òîãäà ïî òåîðåìå1 íà [x1; x2] åñòü íóëü f(x), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà (ñâåðõó, ñíèçó) íà ìíîæåñòâå, åñëè äëÿ ëþáîãî x èç ýòîãîìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò M(m) òàêîå, ÷òî |f(x)| < M (f(x) < M,> m).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4: ïóñòü �óíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [ai; bi]. Òîãäà îíà, î÷åâèäíî,íå îãðàíè÷åíà íà êàêîé-òî èç åãî ïîëîâèí. Âûáåðåì â êà÷åñòâå [ai+1; bi+1] òó ïîëîâèíó, íà êîòîðîé�óíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ, êàê â òåîðåìå 1. Ïðè-ìåíèì ê ëåâûì è ïðàâûì êîíöàì îòðåçêîâ àêñèîìó Äåäåêèíäà, ïîëó÷èì, ÷òî lim

n→∞

an = lim
n→∞

bn = c.Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó íà êàæäîì èç [an; bn] �óíêöèÿ íå îãðàíè÷åíà, òî äëÿ ëþáîãî M ñóùåñòâóåò
xn ∈ [an; bn] òàêîé, ÷òî |f(xn)| > M .Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî lim

n→∞

xn = c, ïîýòîìó lim
n→∞

f(xn) = f(c). Íî òîãäà ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññàïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.�äå â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü íà îòðåçêå, à íå íà èíòåðâàëå?4. Äîìàøíÿÿ ðàáîòàÎáå ãðóïïû:Äàíû �óíêöèè:
f(x) =







x3 − 4x2 + 3

x− 1
, x 6= 1,

a, x = 1;

g(x) =

{

x+ 1, x 6 2,

3− ax2, x > 2;
h(x) =























−2 sin x, x 6 −π

2
,

a sin x+ b, |x| < π

2
,

cosx, x >
π

2
.1) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå 1?2) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b �óíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà R?3) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b �óíêöèÿ h(x) íåïðåðûâíà íà R?4) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 3ex − 2x+1 − 2 = 0 èìååò ðåøåíèå.II ãðóïïà:

5) lim
x→π

2

3 sin2 x− 4 sin x+ 1

2x− π
; 6) lim

x→π

8

√
2− cos 2x− sin 2x

(8x− π)2
; 7) lim

x→0

sin(arcsin 2x) · arctg 2x
(x− x2)(π

2
− arccos x)

.


