
Óðîêè �71-72 11-12.03.10Íåïðåðûâíûå �óíêöèè.1. Ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà è �óíêöèè.�àññìîòðèì �óíêöèþ y = f(x). Ïóñòü x0 ∈ Df � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà; x ∈ Df � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.Îïðåäåëåíèå 1. ∆x = x− x0 íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà â òî÷êå x0.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x > x0, òî x > 0, à åñëè x < x0, òî x < 0.Îïðåäåëåíèå 2. ∆f(x0) = f(x)− f(x0) = f(x0 +∆x)− f(x0) íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèåì �óíêöèè â òî÷êå x0.Ïðè çàäàííîì x0 ïðèðàùåíèå �óíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà.Èç òîãî, ÷òî ∆x > 0, íå ñëåäóåò ∆f(x0) > 0. Íàïðèìåð, äëÿ f(x) = −x ýòî ðîâíî íàîáîðîò. Çíàê ïðèðàùåíèÿ�óíêöèè â òî÷êå ñâÿçàí ñ ìîíîòîííîñòüþ �óíêöèè â íåêîòîðîé îñêðåñòíîñòè òî÷êè.Tåîðåìà 1. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim
∆x→0

∆f(x0) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 ⇐⇒ lim
x→x0

f(x) = f(x0) ⇐⇒
(

lim
x−x0→0

f(x)

)

− f(x0) = 0 ⇐⇒
lim

x−x0→0
(f(x)− f(x0)) = 0, îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.2. Íåïðåðûâíîñòü íåêîòîðûõ �óíêöèé.1) f(x) = √

x íåïðåðûâíà íà R+ = [0;+∞).Ïóñòü x0 ∈ (0;+∞). Òîãäà
lim

∆x→0
∆f(x0) = lim

∆x→0
(f(x0 +∆x)− f(x0)) =

= lim
∆x→0

(

√

x0 +∆x−√
x0

)

= lim
∆x→0

∆x√
x0 +∆x+

√
x0

= 0;òàê êàê ñóùåñòâóåò ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ, îòëè÷íûé îò íóëÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, âîçíèêàåò ñîáëàçí âû÷èñëèòüýòîò ïðåäåë, íî ýòî íå òàê ïðîñòî, ïîòîìó ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äîêàçàíî, ÷òî ìîæíî âíîñèòü çíàê ïðåäåëàïîä êîðåíü (áîëåå òîãî, ñíà÷àëà íóæíî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü êîðíÿ, à ìû ýòèì è çàíèìàåìñÿ!).Åñëè æå x0 = 0, òî äîêàæåì, ÷òî ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Ïóñòü åñòü ε > 0, âîçüìåì δ = ε2, òîãäàåñëè 0 < ∆x < δ, òî √
∆x < ε, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim

∆x→0+0

√
∆x = 0, ò. å. √x íåïðåðûâíà â íóëå ñïðàâà.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f(x) =

√
x íåïðåðûâíà íà (0;+∞).Ïîñêîëüêó xn − yn = (x − y)k(x, y), ãäå k(x, y) � ñóììà ïðîèçâåäåíèé íåêîòîðûõ ñòåïåíåé x è y, òî àíà-ëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü êîðíåé ÷åòíîé ñòåïåíè íà R+ è íå÷åòíîé ñòåïåíè íà R(äîìíîæàÿ íà k(x0 +∆x, x0)).3. Íåïðåðûâíîñòü êîìïîçèöèè �óíêöèé.Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î êîìïîçèöèè �óíêöèé.Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè �óíêöèè t = g(x) è y = f(t) òàêîâû, ÷òî E(g) ⊂ D(f), òî �óíêöèÿ y = f(g(x))íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé �óíêöèé g è f .Tåîðåìà 2. Åñëè lim

x→x0

g(x) = t0 è �óíêöèÿ y = f(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0, òî
lim
x→x0

f
(

g(x)
)

= f

(

lim
x→x0

g(x)

)

= f(t0).Äîêàæèòå òåîðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî.Ó òåîðåìû åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå:Ñëåäñòâèå. Åñëè �óíêöèÿ t = g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è �óíêöèÿ y = f(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 = g(x0),òî �óíêöèÿ y = f(g(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.Çàäà÷à: Íàéäèòå ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè è àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè f(x) =
√
x2+5
3x+1

è ñõåìàòè÷íîèçîáðàçèòå ãðà�èê.



4. Íåïðåðûâíîñòü íåêîòîðûõ �óíêöèé � ïðîäîëæåíèå.2) f(x) = sinxÂîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 è ðàññìîòðèì ïðåäåë lim
∆x→0

∆f(x0):
lim

∆x→0
(sin(x0 +∆x)− sinx0) = lim

∆x→0
(sinx0 cos∆x+ cos x0 sin∆x− sinx0) =

= lim
∆x→0

(sin x0(cos∆x− 1) + cos x0 sin∆x) = sinx0 lim
∆x→0

(cos∆x− 1) + cos x0 lim
∆x→0

sin∆x =

= −2 sin x0 lim
∆x→0

sin2
∆x

2
+ cosx0 lim

∆x→0
sin∆xÑîîòâåòñòâåííî, åñëè áû ìû óìåëè äîêàçûâàòü, ÷òî lim t → 0 sin t = 0, òî ìû áû äîêàçàëè íåïðåðûâíîñòü

sinx â ëþáîé òî÷êå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà:Ëåììà. Äëÿ t ∈ (−π
2
; π
2
) âûïîëíåíî | sin t| 6 t 6 | tg t|.Äîêàæèòå ëåììó ñàìîñòîÿòåëüíî, ðóêîâîäñòâóÿñü ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè.Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì δ = min{π

2
; ε}, òîãäà åñëè 0 < |t| < δ, òî

| sin t| 6 |t| < ε. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå î íåïðåðûâíîñòè ñèíóñà â ëþáîé òî÷êå.3) f(x) = cos x. Ïîñêîëüêó cos x = sin(π
2
− x), òî ïî òåîðåìå î êîìïîçèöèè �óíêöèé cos x íåïðåðûâíà íà R.4) f(x) = tg x, g(x) = ctg x. Ïîñêîëüêó tg x = sinx

cos x
=, ctg x = cos x

sinx
=, òî ïî òåîðåìå î ÷àñòíîì íåïðåðûâíûõ�óíêöèé ýòè �óíêöèè íåïðåðûâíû âåçäå, êðîìå íóëåé çíàìåíàòåëÿ. À òàì, ãäå çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ âíóëü, ïîëó÷àþòñÿ âåðòèêàëüíûå àññèìïòîòû (ò. ê. �óíêöèè ñòàíîâÿòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèìè).5) f(x) = ax. Íåïðåðûâíîñòü ýòîé �óíêöèè ìû óæå äîêàçûâàëè. ×òîáû îöåíèòü a∆x − 1, íóæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ íåðàâåíñòâîì Áåðíóëëè.5. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ.Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèÿ f−1 íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê �óíêöèè f , åñëè ∀x|f(x) = y âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî

f−1(y) = x.Íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáðàòíûõ �óíêöèé:
Df = Ef−1 , Ef = Df−1 ; f(f−1(x)) = f−1(f(x)) = x; ãðà�èêè f è f−1, ïîñòðîåííûå â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x×òîáû ñóùåñòâîâàëà îáðàòíàÿ �óíêöèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòàñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè.Åñëè �óíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà, òî îíà îáðàòèìà, à åñëè îíà ÷åòíà èëè ïåðèîäè÷íà, òî çàâåäîìî íåîáðàòèìà.Tåîðåìà 3. (áåç äîêàçàòåëüñòâà) Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà Df , òî îáðàòíàÿåé �óíêöèÿ x = f−1(y) ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà íà Ef .Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, à òàêæå íåïðåðûâíîñòüëîãàðè�ìà.6. Íåêîòîðûå òåîðåìû, ïîìîãàþùèå âû÷èñëÿòü ïðåäåëû.Tåîðåìà 4. Òåîðåìà î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ.Ïîëüçóÿñü ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìîé î ïðåäåëàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ýòó òåî-ðåìó ñàìîñòîÿòåëüíî (êàê äëÿ ïðåäåëîâ â òî÷êå, òàê è íà áåñêîíå÷íîñòè).Tåîðåìà î ïåðâîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå: lim

x→0

sinx
x

= 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x → 0 + 0, òîãäà



sinx < x < tg x

m

1 <
x

sinx
<

1

cosx
m

cos x <
sinx

x
< 1îòêóäà ïî ëåììå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Âòîðûì çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì íàçûâàåòñÿ

lim
x→+∞

(

1 +
1

x

)x

= eÄîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà ìû ïîêà îñòàâèì (÷èñëî e ìû îïðåäåëÿëè êàê lim
n→∞

(

1 + 1
n

)n).7. �åøåíèå çàäà÷Íàéäèòå ïðåäåëû:
1) lim

x→0

tg x

x
;

2) lim
x→0

arcsin x

x
;

3) lim
x→0

arctg x

x
;

4) lim
x→0

sin(ax)

x
;

5) lim
x→0

arctg ax

x
;

6) lim
x→0

(

tg(ax) ctg(bx)
)

;

7) lim
x→0

arcsin(ax)

arctg(bx)
;

8) lim
x→π

4

4x− π

arcsin(x− π
4
)
;

9) lim
x→π

4

(

sin 4x− 2 cos 2x
(

π
2
− 2x

)2 · cos 2x
+

4x

π

)

;

10) lim
x→0

1 + sinx− cos x

1 + sin 5x− cos 5x
;

11) lim
x→0

√
1 + sin 5x− 1

4x
;

12) lim
x→0

3
√
1 + x2 − 4

√
1− 2x

x+ x2
;

13) f(x) =
x2 + 1√
x2 − 1

;

14) lim
x→0

(

1√
x− 1

− 3

x
√
x− 1

)

.Â çàäà÷å 13 íóæíî íàéòè ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè, àññèìïòîòû è ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷íî ãðà�èê.8. Äîìàøíåå çàäàíèåI ãðóïïà: Äîêàçàòü òåîðåìû 2, 4, ëåììó. Òàêæå äîðåøàòü âñå çàäà÷è. Ñëåäóþùèé óðîê - ñ/ð, áóäåò äîêàçà-òåëüñòâî äîìàøíèõ òåîðåì è ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðåäåëû.II ãðóïïà: Äîêàçàòü òåîðåìû 2, 4, ëåììó, ïðî÷èòàòü òåîðåìó î ïåðâîì çàìå÷àòåëüíîì ïðåäåëå. Ñëåäóþùèéóðîê - ñ/ð, áóäåò äîêàçàòåëüñòâî äîìàøíèõ òåîðåì è ðåøåíèå çàäà÷ íà ïðåäåëû.Îòâåòû: 1) 1; 2) 1; 3) 1; 4) a; 5) a (ñâîäèì ê ïåðâîìó çàìå÷àòåëüíîìó ïðåäåëó); 6) ab; 7) a
b
(äîìíîæèì èðàçäåëèì íà x); 8) 4; 9) 0 (ñäåëàåì çàìåíó t = x− π

4
); 10) 1

5
; 11) 5

8
; 12) 8

21
; 13) �óíêöèÿ ÷åòíàÿ, íåïðåðûâíàíà D(f) = (−∞;−1)∪ (1;+∞); àññèìïòîòû: x = ±1; y = ±x ïðè x → ±∞ ñîîòâåòñòâåííî; âûãëÿäèò, êàê äâåñèììåòðè÷íûå âåòêè ãèïåðáîëû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, çàæàòûå ìåæäó àññèìïòîòàìè; 14) 1.Óðîêè �73-74 16.03.10Íåïðåðûâíûå �óíêöèè1. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà



1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
x→x0

g(x) = t0 è �óíêöèÿ y = f(t) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0, òî
lim
x→x0

f
(

g(x)
)

= f

(

lim
x→x0

g(x)

)

= f(t0).1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ t ∈ (−π
2
; π
2
) âûïîëíåíî | sin t| 6 t 6 | tg t|.1. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ¾òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ¿ î ïðåäåëå �óíêöèè â òî÷êå.1. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ¾òåîðåìó î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ¿ î ïðåäåëå �óíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.I âàðèàíò2. Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) = x
√
x+1

x
íà íåïðåðûâíîñòü è àñèìïòîòû. Ñõåìàòè÷åñêè ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.Âû÷èñëèòå (a, b 6= 0):3. lim

x→π

2

arctg(π − 2x)

arcsin(π
2
− x)

;4. lim
x→0

√
4 + sin ax− 2

tg bx
;

5. lim
x→0

tg(tg ax)

sin(sin bx)
;6. lim

x→1

7
√
x− 1

9
√
x− 1

;

7. lim
x→1

x2 − 3x11 + 2

x50 + 2x30 − 3
.

II âàðèàíò2. Èññëåäóéòå �óíêöèþ f(x) = x
√
x−1

x
íà íåïðåðûâíîñòü è àñèìïòîòû. Ñõåìàòè÷åñêè ïîñòðîéòå åå ãðà�èê.Âû÷èñëèòå (a, b 6= 0):3. lim

x→−π

2

arcsin(π
2
+ x)

arctg(π + 2x)
;4. lim

x→0

√
9 + tg ax− 3

sin bx
;

5. lim
x→0

sin(sin ax)

tg(tg bx)
;6. lim

x→5

4
√
x+ 11 − 2

x− 5
;

7. lim
x→1

x100 + 2x50 − 3

x20 − 3x10 + 2
.

2. �àçáîð çàäà÷ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû è ðåøåíèå çàäà÷ 1-143. Äîìàøíåå çàäàíèåI ãðóïïà:
1) lim

x→π

2

3 sin2 x− 4 sin x+ 1

2x− π
; 2) lim

x→π

8

√
2− cos 2x− sin 2x

(8x− π)2
; 3) lim

x→0

sin(arcsin 2x) · arctg 2x
(x− x2)(π

2
− arccos x

.II ãðóïïà: Äîðåøàòü çàäà÷è èç ñïèñêà (1-14).


