
Óðîêè �69-70 26.02-09.03.10Íåïðåðûâíûå �óíêöèè.1. �àçáîð êîíòðîëüíîé ðàáîòû I âàðèàíò.1) Ïóñòü ε > 0. �àññìîòðèì δ = ε
4
> 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x òàêîãî, ÷òî

0 < |x− x0| = |x− (−2)| = |x+ 2| < δ âûïîëíåíî:
|f(x)− a| = |4x+ 3− (−5)| = |4x+ 8| = 4|x+ 2| < 4 · ε

4
= ε,÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî lim

x→−2
(4x+ 3) = −5.2) D(f) = R, lim

x→+∞
= 2, lim

x→−∞
= −3.3) Åñëè áû ïðè x = −1 ÷èñëèòåëü èëè çíàìåíàòåëü áûë áû îòëè÷åí îò íóëÿ, òîãäà ïðåäåë áûë áûðàâåí ëèáî f(−1), ëèáî ±∞. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû è â ÷èñëèòåëå, è â çíàìåíàòåëå îáðàùàþòñÿ âíóëü, îíè äåëÿòñÿ íà x+ 1, çíà÷èò, ìîæíî èõ ïîäåëèòü, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà çíà÷åíèå ïðåäåëà; ïîñëå÷åãî âû÷èñëèòü ïðåäåë.4) ×èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íóæíî äîìíîæèòü íà ñîïðÿæåííûå âûðàæåíèÿ, è ñîêðàòèòü íà ìíîæè-òåëü, îáðàùàþùèéñÿ â íóëü.5)
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= 06) f(x) = x(x−2)
(x−2)(x+3)

. Îñîáûå òî÷êè � 2 è −3, íàéäåì ïðåäåëû:
lim
x→2

f(x) =
2

5
,ïîýòîìó x = 2 � âûêîëîòàÿ òî÷êà,

lim
x→−3−0

f(x) = +∞, lim
x→−3+0

f(x) = −∞,ïîýòîìó x = −3 � âåðòèêàëüíàÿ àññèìïòîòà.
f(x) = 1− 3

x+ 3
→ 1 ïðè x → ±∞,ïîýòîìó y = 1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àññèìïòîòà, ïðè÷åì íà +∞ f(x) < 1, à íà −∞ f(x) < 1. Íàðèñóåìàññèìïòîòû, ¾õâîñòèêè¿, ñîåäèíèì èõ, è îòìåòèì âûêîëîòóþ òî÷êó.7) Íàïðèìåð, f(x) = x+ |x|+ 1

x
.2. Åùå ïàðî÷êà çàäà÷1) Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà �óíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî lim

x→−1
(x3 + 1) = 0. Ïóñòü åñòü



ε > 0. Çàìåòèì, ÷òî
|x3+1| < ε

m
−ε < x3 + 1 < ε
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−ε− 1 <x3 < ε− 1

m
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√
ε+ 1 <x <
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√
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√
ε+ 1 < x+ 1 < 1 + 3

√
ε− 1Çíà÷èò, åñëè âûáåðåì δ = min{|1 − 3

√
ε+ 1|; |1 + 3

√
ε− 1|}, òî ïðè 0 < |x + 1| < δ áóäåò âûïîëíåíî

|x3 + 1| < ε.2) �àññìîòðèì lim x → ∞ �óíêöèè f(x) = x4−60
x2+8

. Ïîñêîëüêó f(x) = x2 − 8 + 4
x2+8

, ò. å.
f(x) = x2 − 8 + α(x), ãäå α(x) � á. ì. ïðè x → ∞, òî ãðà�èê f(x) íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿê ãðà�èêó ïàðàáîëû y = x2 − 8. Àíàëîãè÷íî, åñëè åñòü Pm(x)

Qn(x)
, è m > n, òî ãðà�èê �óíêöèè íàáåñêîíå÷íîñòè ïðèáëèæàåòñÿ ê ãðà�èêó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m− n.3. Äîìàøíåå çàäàíèåII âàðèàíò1. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ïðåäåëà �óíêöèè ïî Êîøè, äîêàæèòå, ÷òî lim

x→2
(3x− 4) = 2.2. Óêàæèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè
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ïðè x 6 −1;
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ïðè x > −1è íàéäèòå å¼ ïðåäåëû ïðè x → ±∞.Âû÷èñëèòå:3. lim

x→1

x3+5x2−7x+1
2x2+3x−5

; 4. lim
x→−3

√
x+4−1√

2x+10−2
; 5. lim

x→+∞

(

√

(x+ 1)3 −
√

(x− 1)3
).6. Íàéäèòå àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè g(x) = x2−x−6

x2−4
è ïîñòðîéòå ñõåìàòè÷íî ýòîò ãðà�èê.7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð �óíêöèè, çàäàííîé �îðìóëîé, êîòîðàÿ ïðè x → −∞ èìååò íàêëîííóþ àñèìï-òîòó, à ïðè x → +∞ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó.Ïîñòðîéòå ãðà�èêè �óíêöèé (*):8. x cos

1

x
; 9. x sin x; 10. x sin

1

x
.4. Íåïðåðûâíûå �óíêöèèÎïðåäåëåíèå 1. f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè lim

x→x0

f(x) = f(x0).Tåîðåìà Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå, òî îíà îïðåäåëåíà â êàêîé-òî åå îêðåñòíîñòè.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.Tåîðåìà Åñëè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â x0, òî (f+g)(x) è (f ·g)(x) íåïðåðûâíû â x0. Åñëè g(x0) 6= 0,òî f

g
(x) òîæå íåïðåðûâíà â x0.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì î ïðåäåëàõ.



Îïðåäåëåíèå 2. f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè f(x) íåïðåðûâíàÿ â ëþáîéòî÷êå èíòåðâàëà.Îïðåäåëåíèå 3. f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè f(x) íåïðåðûâíàÿ â ëþáîéòî÷êå èíòåðâàëà (a, b) è lim
x→a+0

f(x) = f(a) è lim
x→b−0

f(x) = f(b).Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ �óíêöèþ òàêæå íàçûâàþò íåïðåðûâíîé ñëåâà âòî÷êå èëè íåïðåðûâíîé ñïðàâà â òî÷êå.Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå, çíà÷èò, ìîæíî ïðîâåñòè åå ãðà�èê íå îòðûâàÿ ðóêè.Íåïðåðûâíûìè íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, ëîãà-ðè�ìè÷åñêàÿ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå.Íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íè â êàêîé òî÷êå �óíêöèÿ Äèðèõëå:
D(x) =

{

1, åñëè x ∈ Q;

0, èíà÷å.5. �åøåíèå çàäà÷Íàéäèòå ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè:1) f(x) = 3x2−12
x3−x2−2x

; 2) f(x) = [x].Îòâåòû: (−∞;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 2) ∪ (2; +∞); [n;n + 1), n ∈ Z. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî, õîòÿ îáú-åäèíåíèåì ïðîìåæóòêîâ íåïðåðûâíîñòè âî âòîðîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âñÿ ïðÿìàÿ, íî ñàìà �óíêöèÿ íåÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé ïðÿìîé.
f(x) � íåïðåðûâíà íà âñåé ïðÿìîé. Íàéäèòå a, åñëè

3) f(x) =

{

x2, åñëè x < 0;

x+ a, åñëè x > 0.
4) f(x) =







ax, åñëè x ∈ Q;
x

a
, èíà÷å.Â ïåðâîì ñëó÷àå lim

x→0−0
f(x) = 0, f(0) = a, ïîýòîìó a = 0.Âî âòîðîì ñëó÷àå, âûáåðåì (xn) → r òàêóþ, ÷òî xn ∈ Q, r 6∈ Q. Òîãäà lim

n→∞
f(xn) = lim

n→∞
axn = ar, íî

f(r) = r
a
. Ïîýòîìó ar = r

a
, îòêóäà a = ±1.5) Íàéäèòå f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé è íåïðåðûâíà òîëüêî â òî÷êå 0.

f(x) =

{

x, åñëè x ∈ Q;

−x, èíà÷å.6) Íàéäèòå f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé è íåïðåðûâíà òîëüêî â òî÷êàõ 1, 2, 3.
f(x) =

{

(x− 1)(x− 2)(x− 3), åñëè x ∈ Q;

−(x− 1)(x− 2)(x− 3), èíà÷å.7) Íàéäèòå f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé è íåïðåðûâíà òîëüêî â öåëûõ òî÷êàõ.
f(x) =

{

{x}, åñëè x ∈ Q;

−{x}, èíà÷å.8) Íàéäèòå f(x), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿìîé è íåïðåðûâíà òîëüêî â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ.


